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Uvod
Cilj je ovog diplomskog rada proucˇiti strategije rjesˇavanja problemskih zadataka u nas-
tavi matematike (s posebnim naglaskom na geometrijske probleme), utvrditi vazˇnost i
ucˇinkovitost poznavanja tih strategija tijekom postupka rjesˇavanja te predlozˇiti moguc´i
nacˇin njihove implementacije, uz odgovarajuc´u tehnologiju, u nastavi matematike.
Zbog velike matematizacije mnogih podrucˇja poslovanja, industrije, te drusˇtvenog i
osobnog zˇivota u danasˇnje vrijeme tesˇko je nac´i podrucˇje ljudske djelatnosti koje ne trazˇi
odredena matematicˇka znanja. U drusˇtvu utemeljenom na informacijama i tehnologiji sva-
kodnevni rad iziskuje sve visˇe umnog napora: potrebno je logicˇki zakljucˇivati, pravilno
rasudivati, kriticˇki misliti o slozˇenim temama, tumacˇiti dostupne informacije, analizirati
nove situacije i slozˇene procese te im se prilagoditi, donositi utemeljene odluke u svakod-
nevnomu zˇivotu, rjesˇavati razlicˇite probleme, ucˇinkovito primjenjivati tehnologiju te
razmjenjivati ideje i misˇljenja ([36], str. 80).
Zbog svega nabrojanog raste potreba za strucˇnjacima s dobrim matematicˇkim zna-
njem i umijec´em primjene tih znanja. Drusˇtvo postavlja pred sˇkolu sve vec´e zahtjeve u
pogledu obrazovanja mladih ljudi. Ti zahtjevi se, na primjer, ocˇituju u vec´oj potrebi za
znanjem razlicˇitih podrucˇja matematike kao i sposobnosti fleksibilnog korisˇtenja tog zna-
nja u svrhu rjesˇavanja matematicˇkih problema. Da bi sˇkola mogla na zadovoljavajuc´i nacˇin
odgovoriti na postavljene zahtjeve, mijenjaju se i obogac´uju nastavni programi, usavrsˇavaju
nastavne metode, uvode nova nastavna sredstva i tehnologije.
Nadalje, zˇivimo u vremenu u kojem jednom stecˇena znanja nisu dovoljna. Razvo-
jem drusˇtva neka od tih znanja brzo postaju neuporabljiva i beskorisna te se javlja potreba
za novim znanjima. To znacˇi da se i nastavnik matematike mora neprekidno usavrsˇavati.
Stoga suvremena nastava matematike postavlja dva bitna problema. To su problem razvoja
stvaralacˇkog misˇljenja i kreativnih sposobnosti ucˇenika te problem primjerenog osposob-
ljavanja nastavnika matematike. Naime, uloga nastavnika matematike je presudna u oda-
biru problema i aktivnosti koji pridonose stjecanju matematicˇke kompetencije ucˇenika i
ostvarenju kurikulumom postavljenih ishoda ucˇenja. Stoga suvremena metodika nastave
matematike pruzˇa razne moguc´nosti za rjesˇavanje ovih dvaju problema, a oni povezani s
rjesˇavanjem problemskih zadataka su navedeni u ovom diplomskom radu ([14], str. 3).
Moguc´i odgovori na izazove koje postavlja svakodnevica i drusˇtvo mozˇemo nac´i u
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mnogobrojnim svjetskim, europskim, a time i u hrvatskim obrazovnim dokumentima. U
radu smo izdvojili sˇto o postavljanju i rjesˇavanju problema te o primjeni tehnologije pisˇe
PISA i Nacionalni okvirni kurikulum za predsˇkolski odgoj i obrazovanje te opc´e obvezno
i srednjosˇkolsko obrazovanje (u daljnjem tekstu NOK). Tako NOK predvida da se tijekom
matematicˇkog obrazovanja ucˇenici bave matematicˇkim problemima koji proizlaze iz sva-
kodnevnih, stvarnih i smislenih situacija i time uspostavljaju poveznice izmedu matematike
i svakodnevnoga zˇivota te drugih podrucˇja odgoja, obrazovanja i ljudske djelatnosti. Time
c´e imati prilike primijeniti matematiku u prosˇirivanju i primjeni vlastitih znanja, vjesˇtina
i sposobnosti. Primjerene matematicˇke aktivnosti i istrazˇivanja izvodit c´e samostalno i
skupno (suradnicˇki), sˇto c´e ih osposobiti za pristup i rjesˇavanje (matematicˇkih) proble-
mima koji ukljucˇuju primjenu matematike u raznolikim kontekstima, ukljucˇujuc´i svijet
rada i osobni zˇivot. Osim toga, NOK predvida da c´e ucˇenici biti osposobljeni i ucˇinkovito
primjenjivati tehnologiju.
Poucˇavanje i ucˇenje matematike ukljucˇuje stjecanje znanja, vjesˇtina i sposobnosti
racˇunanja, procjenjivanja te logicˇkoga i prostornoga misˇljenja. Osim toga, matematicˇko
obrazovanje ucˇenicima omoguc´uje postavljanje i rjesˇavanje matematicˇkih problema,
poticˇuc´i ih pritom na istrazˇivanje, sustavnost, kreativnost, korisˇtenje informacija iz razlicˇ-
itih izvora, samostalnost i ustrajnost ([36], str. 80).
Proces rjesˇavanja zadataka predstavlja trazˇenje puta iz tesˇkoc´a. To je proces dos-
tignuc´a cilja koji se na pocˇetku ne cˇini brzo dostupnim. Rjesˇavanje zadataka je specificˇnost
intelekta, a intelekt je poseban dar cˇovjeka. Stoga je rjesˇavanje zadataka jedna od poseb-
nosti cˇovjekove djelatnosti ([16], str. 1).
Matematicˇki pristup problemima obuhvac´a odabir i pravilnu primjenu osnovnih
matematicˇkih vjesˇtina, otkrivanje pravilnosti u oblicima i brojevima, izradbu modela, tu-
macˇenje podataka te prepoznavanje i razmjenjivanje s njima povezanih ideja. Rjesˇavanje
matematicˇkih problema zahtijeva kreativnost i sustavan pristup, sˇto igra glavnu ulogu u
izumima (inovacijama) te znanstvenim i tehnicˇkim otkric´ima.
Svi ucˇenici mogu i trebaju iskusiti uspjeh u matematicˇkim aktivnostima. Rjesˇavajuc´i
matematicˇke probleme, ucˇenici ucˇe matematiku, stjecˇu samopouzdanje i sigurnost u upo-
trebi brojeva i razvijaju vjesˇtine mjerenja, konstruiranja i prostornoga zora. Nadalje, ucˇe
prikupljati, organizirati i tumacˇiti podatke te upotrebljavati matematicˇki jezik i prikaze.
Ucˇenike treba postupno i primjereno naucˇiti matematicˇkim nacˇinima misˇljenja (npr. anali-
zirati, sintetizirati, konkretizirati, apstrahirati, inducirati, deducirati, generalizirati iz uocˇih
pravilnosti i veza, specijalizirati, uocˇavati analogiju itd.). Time c´e postati aktivni sudionici
u procesu ucˇenja i tako se osposobiti za cjelozˇivotno ucˇenje ([36], str. 80). To je dragocjena
stecˇevina matematicˇkog obrazovanja, bez obzira hoc´e li se oni kasnije baviti matematikom
ili ne. Stoga je primjenjiva i u mnogim drugim djelatnostima ([7]).
Za nastavu matematike, a posebno za razvijanje sposobnosti ucˇenika za rjesˇavanje
problema, prirodno se izdvajaju dva sustava koja su najpogodnija za ostvarenje nabroja-
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nih ciljeva matematicˇkog obrazovanja: problemska nastava i heuristicˇka nastava ([7]).
Heuristicˇku nastavu obiljezˇava misaono vodenje postupka rjesˇavanja, odnosno potpomog-
nuto istrazˇivanje i otkrivanje, a problemsku nastavu otvorenije i samostalnije ucˇenicˇko is-
trazˇivanje i otkrivanje. Osim karakteristika tih sustava, opisan je i heuristicˇki razgovor.
U pozadini svih tih sustava stoji primjena nacˇela problemnosti koje se u punini ostvaruje
u problemskoj nastavi.
U radu je opisan povijesni razvoj heuristike i heuristicˇkog misˇljenja. Potom je ukratko
izlozˇena povijest traganja za univerzalnom metodom rjesˇavanja zadataka. Buduc´i da je
jasno da takva metoda ne postoji, naizgled se cˇini da je ta potraga bila neuspjesˇna. No, nije
basˇ tako jer su matematicˇari tijekom tog trazˇenja pronasˇli mnoge nove putove u matematici
i strategije rjesˇavanja.
Osobiti doprinos razvoju metodike rjesˇavanja zadataka je dao matematicˇar i me-
todicˇar George Po´lya (1887. - 1985.). Njegove knjige Kako c´u rijesˇiti matematicˇki zadatak
i Matematicˇko otkric´e su postale kljucˇna literatura za proucˇavanje strategija rjesˇavanja ma-
tematicˇkih problema. U knjizi Kako c´u rijesˇiti matematicˇki zadatak je sustavno prikazao
i objasnio cˇetiri osnovne etape pri rjesˇavanju svakog (pa tako i matematicˇkog) problema.
Stoga Po´lyu mozˇemo nazvati ”ocem“ rjesˇavanja matematicˇkih problema.
Spomenuli smo i opisali strategije, odnosno metode rjesˇavanja problemskih zadataka
u nastavi matematike. Pritom je vazˇno spomenuti da su primjeri iz prakse pokazali da je
rjesˇavanje problemskog zadatka uvelike ucˇinkovitije ako je ucˇenik unaprijed upoznat sa
strategijama rjesˇavanja.
Upravo pomoc´u spomenutih i opisanih metoda rjesˇavanja problemskih zadataka rije-
sˇeno je dvadesetak zadataka iz podrucˇja geometrije. Ti zadatci su vrlo razlicˇite slozˇenosti
i tezˇine tako da bi se neki od njih mogli svrstati u ”prave“ problemske zadatke. Kljucˇni
trenutci vazˇni za rjesˇavanje zadataka su prikazani crtezˇom, odnosno skicom. Zadatci kod
kojih ima smisla koristiti tehnologiju su poprac´eni prikladnim crtezˇom u alatu dinamicˇne
geometrije The Geometer’s Sketchpad. Time je ucˇenicima omoguc´eno laksˇe postaviti svoje
hipoteze. Potom te slutnje, odnosno pretpostavke dokazuje formalnim rjesˇavanjem zada-
taka. Proces rjesˇavanja dvaju problema i njima srodnih problema je prikazan u obliku
heuristicˇkog razgovora izmedu nastavnika i ucˇenika. Tijekom tog razgovora nastavnik
ucˇenicima postavlja pitanja koja poticˇu refleksivno misˇljenje.
Napomenimo da se tijekom ovog rada visˇe puta spominju rijecˇi ucˇenik i nastavnik.
Pritom ucˇenik mozˇe biti osnovnosˇkolac, srednjosˇkolac, student fakulteta ili svatko tko ucˇi
matematiku. Nastavnik mozˇe biti profesor u osnovnoj i srednjoj sˇkoli, profesor na fakultetu
ili svatko tko se zanima za metodiku nastave matematike, odnosno njenu izvedbu.
Pojmovi koji se koriste u ovom diplomskom radu koji imaju rodni znacˇaj, bez obzira
jesu li korisˇteni u musˇkom ili zˇenskom rodu, obuhvac´aju na jednak nacˇin musˇki i zˇenski
rod.

Poglavlje 1
Problemska i heuristicˇka nastava
1.1 Nacˇelo problemnosti
Polazne postavke i temeljne ideje na osnovu kojih se izvodi nastava zovu se didakticˇka
nacˇela. Ona su opc´e smjernice odgojno-obrazovnog rada i kao sastavni dio teorije nas-
tave odreduju se ciljevima nastave i odgoja, potrebama drusˇtvenog razvoja i osobitostima
sˇkolske djelatnosti ucˇenika, a zasnovane su na odgovarajuc´em stupnju njihovog psihicˇkog
razvoja. S druge strane, didakticˇka nacˇela odreduju nacˇine prenosˇenja odredenih znanja
ucˇenicima, razvijanje njihovih umijec´a, navika i sposobnosti, tj. nastavnih metoda.
Didakticˇka nacˇela medusobno su usko povezana i cˇine sustav. Nije rijedak slucˇaj
da se ostvarivanjem jednog nacˇela ostvaruje i neko drugo nacˇelo. U temelje didaktike
mogu biti ugradeni razlicˇiti sustavi i s razlicˇitim brojem nacˇela. Jedan od tih sustava cˇine
sljedec´a nacˇela: nacˇelo primjerenosti, nacˇelo zornosti, nacˇelo interesa, svjesnosti i aktiv-
nosti, nacˇelo sistematicˇnosti i postupnosti, nacˇelo trajnosti znanja, vjesˇtina i navika, nacˇelo
odgojnosti nastave, nacˇelo individualizacije.
Sva su nacˇela podjednako vazˇna jer izrazˇavaju bitna polazisˇta nastave. Stoga se tre-
baju podjednako uvazˇavati i primjenjivati u nastavi svakog nastavnog predmeta, a to znacˇi
i u nastavi matematike, kako u osnovnoj, tako i u srednjoj sˇkoli. Osnovna znacˇajka sva-
kog nacˇela sadrzˇana je vec´ u samom nazivu nacˇela i ta su nacˇela nastavnicima matematike
uglavnom jasna. Medutim, u odnosu na druge nastavne predmete matematika ima neke
osobitosti zbog kojih se gornji sustav obicˇno nadopunjuje s josˇ nekoliko nacˇela. U ma-
tematici je posebno primjereno i vazˇno nacˇelo znanstvenosti i nacˇelo problemnosti. Sva
navedena nacˇela zajedno cˇine sustav nacˇela nastave matematike ([11]).
Jedno od vazˇnih nacˇela nastave matematike je i nacˇelo trajnosti znanja, vjesˇtina i
navika. Medutim, svako stecˇeno znanje ima svoj vijek trajanja. Ako se ne obnavlja i ne
primjenjuje, ono s vremenom blijedi i nerijetko se velikim dijelom gubi. Zato se svaki
nastavnik matematike nalazi pred pitanjem kako u nastavnom procesu ostvariti to nacˇelo.
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Ponavljanje i vjezˇbanje najvazˇniji su nacˇini kojima se to postizˇe. U tradicionalnoj
nastavi otezˇava ih cˇinjenica da se neprestano moraju usvajati nova znanja pa vremena za
ponavljanje i vjezˇbanje nema dovoljno. To znacˇi da ponavljanje i vjezˇbanje ne mogu biti
jedini nacˇini ostvarivanja nacˇela, vec´ treba potrazˇiti i druge. Tako dolazimo do zahtjeva da
se standardne etape ucˇenja i prenosˇenja znanja poboljsˇaju i ucˇine djelotvornijima ([14], str.
1).
Suvremena metodika nastave matematike ukazuje na razne moguc´nosti za rjesˇavanje
jednog od najvazˇnijih pitanja suvremene nastave matematike, a to je pitanje razvoja stva-
ralacˇkog misˇljenja i stvaralacˇkih sposobnosti ucˇenika. Vazˇne elemente rjesˇavanja ovog
pitanja nastavnik matematike mozˇe nac´i vec´ u samim nacˇelima nastave matematike, zatim
u nastavnim i znanstvenim metodama koje se primjenjuju u nastavnom procesu, a rjesˇenja
treba trazˇiti i u izboru postojec´ih nastavnih sustava (predavacˇka nastava, demonstracijska
nastava, heuristicˇka nastava, programirana nastava, egzemplarna nastava, problemska nas-
tava i dr.). Sve nastavne metode i svi nastavni sustavi imaju svoje mjesto u nastavi ([13]).
Nastava matematike je zahtjevan proces. Matematicˇki sadrzˇaji logicˇki su povezani
i razlikuju se po slozˇenosti i tezˇini. Neki su izrazito slozˇeni i tesˇki te je za njihovo razu-
mijevanje potreban vec´i umni napor. Nastavnik matematike nastoji smanjiti ovu tesˇkoc´u
primjenjujuc´i nacˇela postupnosti i primjerenosti. Medutim, sam ucˇenik se cˇesto prema
tome odnosi sasvim drugacˇije. On tome pristupa povrsˇno i ne primjec´uje neke probleme
ni tesˇkoc´e. U takvim situacijama dolazi do izrazˇaja vazˇnost misli Georga Po´lye: ”Ono sˇto
nastavnik kazˇe u razredu nije nevazˇno, ali je tisuc´u puta vazˇnije ono sˇto ucˇenici misle“
([23]). Buduc´i da se njemu sve cˇini jasnim, za razumijevanje ne ulazˇe potreban napor. Ova
jasnoc´a potjecˇe od neukosti i mozˇemo je nazvati jasnoc´a od nedostatka shvac´anja.
U situaciji kada ucˇenici ne zamjec´uju probleme i kad im je odmah ”sve jasno“,
nastavnik matematike treba primijeniti nacˇelo problemnosti koje mozˇemo iskazati vrlo
kratko: ”Najprije ucˇiniti nejasnim, a zatim jasnim.“ To znacˇi da razmatranje treba pro-
dubiti i ucˇenike staviti pred problem. Pri tome se mora paziti da novi zahtjevi budu primje-
reni vec´ini ucˇenika. Svako produbljivanje povlacˇi u prvom trenutku nestajanje prethodne
jasnoc´e. Nejasnoc´a koja se pojavi prvi je znak uspjeha. Sada je potrebno dosta truda i do-
datni umni napor da se savladaju nastale tesˇkoc´e i razrijesˇe problemi. Ponovo se pojavljuje
jasnoc´a, ali na visˇoj razini. To je jasnoc´a spoznavanja.
Ucˇenici nisu uvijek spremni na promjene situacije i povisˇenje razine njezine pro-
blemnosti. Mogu biti kriticˇni prema takvom obliku rada. Medutim, kriticˇko misˇljenje
cˇesto je crta kreativnosti. Zato i njega treba pravilno usmjeravati i razvijati kod ucˇenika.
Sve to nije jednostavno ostvariti i zahtijeva od nastavnika matematike mnogo strpljivosti i
umjesˇnosti.
Dakle, u skladu sa svime sˇto je recˇeno, mozˇemo zakljucˇiti da je vazˇno da nacˇelo
problemnosti postane jedno od vodec´ih nacˇela nastave matematike. Primjenom toga nacˇela
nastavnik matematike mozˇe potisnuti prividnu jasnoc´u, upozoriti ucˇenika na probleme koje
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oni ne uocˇavaju, doprinijeti razvoju matematicˇkog misˇljenja i znatno poboljsˇati vrsnoc´u
nastave matematik. Jasno je da c´e rezultati primjene ovog nacˇela biti vec´i u visˇim razredima
osnovne i srednje sˇkole. Nacˇelo problemnosti se primjereno i u punoj mjeri ostvaruje u
problemskoj nastavi u kojoj posebno dolazi do izrazˇaja ([11]).
Spomenimo da je takav nacˇin primjene nacˇela problemnosti u skladu s konstruk-
tivisticˇkom teorijom ucˇenja (matematike). Konstruktivizam kao stajalisˇte o znanju i
ucˇenju izvire iz kognitivne sˇkole psihologije, a oslanja se na rezultate rada Jeana Piageta
(1896. - 1980.) iz 1930-ih godina. Piaget je razvio i teoriju kognitivnog razvoja djeteta.
Glavna teza konstruktivisticˇke teorije ucˇenja je ta da ucˇenici (to su svi oni koji ucˇe) kreatori
svoga ucˇenja i svoje znanje konstruiraju na temelju postojec´eg znanja.
Ernst von Glasersfeld (1917. - 2010.) je 1987. godine postavio dva osnovna nacˇela
konstruktivisticˇke teorije ucˇenja:
• Ucˇenik sam aktivno gradi (konstruira) svoje znanje, a ne prima ga pasivno iz svog
okolisˇa.
• Dolazˇenje do spoznaje (znanja) je proces adaptacije, zasnovan na ucˇenikovom iskus-
tvu svijeta sˇto ga okruzˇuje i njime stalno modificiran.
Piaget je uveo koncept mentalne sheme. Te kognitivne sheme su proizvod konstru-
iranog znanja i alata pomoc´u kojih se mozˇe izgraditi dodatno novo znanje, a pri ucˇenju
dolazi do reorganizacije, nadopunjavanja ili nekog drugog oblika modificikacije postojec´e
sheme (mrezˇe). Prema Piagetu, dva nacˇina promjene kognitivne sheme su asimilacija i
akomodacija.
Asimilacija se javlja se kada novi koncept pristaje uz postojec´e znanje (kognitivnu
mrezˇu) pa nove informacije samo prosˇiruju postojec´u mrezˇu. U tom slucˇaju ucˇenik jednos-
tavno prihvac´a ono novo sˇto je naucˇio jer to odgovara postojec´oj shemi. Akomodacija se
pak pojavljuje kada novi koncept ne pristaje uz postojec´e znanje pa mozak mora preurediti
(preslozˇiti) postojec´u kognitivnu mrezˇu ili ju nadomjestiti novom. Takav oblik promjene
kognitivne sheme je u nacˇelu zahtjevniji, ali je obicˇno korisniji jer tako napredujemo ([4]).
Akomodacija osobito dolazi do izrazˇaja tijekom rjesˇavanja problemskih zadataka.
Do akomodacije ucˇenik dolazi refleksivnim misˇljenjem. Taj oblik misˇljenja je pro-
pitivanje postojec´ih ideja (tzv. prethodno znanje, odnosno postojec´e kognitivne sheme) s
ciljem pronalazˇenja onih koje izgledaju da bi mogle biti povezane s trenutnom misli, ide-
jom ili zadatkom ([4], prema C. T. Fosnot, 1996.).
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1.2 Matematicˇki problem
U mnogim djelatnostima ljudi svakodnevno dolaze u razlicˇite problemske situacije sa sta-
novitim proturjecˇnostima koje moraju znati i umjeti razrijesˇiti. Takoder, svakodnevno nicˇu
novi problemi tako da ta rijecˇ ljudima i nije strana te joj pridaju mnoga znacˇenja ([13]).
Osim sˇto ima svoja znacˇenja u enigmatici i sˇahu, rijecˇ problem (njem. Problem← lat. pro-
blema: ’prijeporno pitanje’← grcˇ. piρo´βληµα, odnosno pro´ble¯ma: ’smetnja’ ' proba´llein:
’bacati naprijed’ ([31], [32])) ima josˇ neka znacˇenja:
- sporno i tesˇko znanstveno pitanje, teorijsko ili prakticˇno, koje je podlozˇno raspravi te
zahtijeva mnogo razmisˇljanja ili vjesˇtine da se nade pogodno rjesˇenje ([31], [33])
- ono sˇto izaziva nedoumicu ili nepriliku; briga ([31]), komplikacija, emotivni sukob ([33])
- tezˇak zadatak; ono sˇto komplicira rjesˇenje ili radni proces ([32])
- (po)tesˇkoc´a koju treba rijesˇiti da bi se postigao odredeni rezultat ([33])
- zadac´a, zagonetka ([13])
Pricˇa o jednom od najslavnijih problema je ona o gordijskom (Gordijevom) cˇvoru. Grcˇki
mit kazˇe da je to bio vrlo zamrsˇeni (prema legendi nerazmrsiv) uzao (cˇvor) sa skrivenim
krajem kojim je frigijski kralj Gordije, osnivacˇ grada Gordiona, vezao jaram uz rudo na
svojim bojnim kolima posvec´enima Zeusu. Prorocˇisˇte objavilo da c´e onaj tko ga uspije
rasplesti postati gospodar svijeta (tada se mislilo na Aziju). To je posˇlo za rukom Alek-
sandru Velikom koji je prvo pokusˇao nac´i jedan kraj uzˇeta. No kad je uvidio da je to
nemoguc´e, jednostavno ga je rasjekao macˇem i tako ”ispunio prorocˇanstvo”.
U prenesenom smislu, gordijski cˇvor oznacˇava problematicˇnu, tesˇku i (prakticˇki)
nerjesˇivu situaciju, zamrsˇeni zadatak ili veliki problem. Fraza presjec´i gordijski cˇvor
oznacˇava brzo i odlucˇno djelovanje u tesˇkoj i slozˇenoj situaciji, odnosno smiono i drsko
rjesˇavanje problema ([32]).
(Matematicˇkim) problemom smatramo svaki zadatak ili ucˇenicˇku aktivnost za koje
ucˇenici nemaju unaprijed zadana ili upamc´ena pravila i/ili metode, niti percipiraju da za
njih postoji specificˇna ”korektna” metoda rjesˇavanja (vidi [2], prema J. Hiebert i dr., Ma-
king sense: Teaching and learning mathematics with understanding, Heinemann, 1997.).
Razvoj matematike je usko povezan s rjesˇavanjem matematicˇkih problema tako da
je svaki matematicˇar, izmedu ostaloga, i rjesˇavacˇ problema. Povijest matematike pamti
mnoge matematicˇke probleme cˇije je rjesˇavanje, u manjoj ili vec´oj mjeri, utjecalo na daljni
razvoj matematike. Neki od njih su rijesˇeni (npr. veliki Fermatov teorem), a neki od njih i
dalje golicaju masˇtu matematicˇara (npr. Goldbachova slutnja).
Problemske zadatke mozˇemo svrstati u nestandardne zadatke. Izdvojeni su posebno
iz sljedec´ih vazˇnih razloga: s jedne strane, u nastavi matematike pravi problemski zadatci
se rijetko pojavljuju, a s druge strane bez njih se ne mogu zamisliti matematicˇka natjecanja
([12], str. 4).
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Rjesˇavati problem (problemski zadatak) znacˇi raditi na zadatku za koji metoda rjesˇa-
vanja nije unaprijed poznata. Kako bi pronasˇli njegovo rjesˇenje, ucˇenici se moraju osloniti
na vlastito znanje, a tijekom procesa rjesˇavanja cˇesto razvijaju i nova matematicˇka znanja
i razumijevanje.
Rjesˇavanje problema nije samo cilj, vec´ je i jedna od najvazˇnijih metoda ucˇenja ma-
tematike. Ucˇenici bi trebali sˇto cˇesˇc´e dobiti priliku postavljati i, ulazˇuc´i znacˇajan intelek-
tualni napor, rjesˇavati slozˇenije probleme, pri cˇemu ih treba poticati na kriticˇko osvrtanje
na dobiveno rjesˇenje i primijenjene postupke.
Ucˇenjem strategija rjesˇavanja problema u matematici, ucˇenici trebaju razviti nacˇine
misˇljenja, stec´i navike upornosti i znatizˇelje te razviti samopouzdanje u nepoznatim si-
tuacijama, sˇto c´e im pomoc´i izvan matematicˇke ucˇionice. U svakodnevnom zˇivotu i na
radnom mjestu, sposobnost vjesˇtog rjesˇavanja problema mozˇe dovesti do raznih prednosti.
Rjesˇavanje problema integralni je dio ucˇenja matematike te stoga ne bi trebao biti iz-
olirani dio matematicˇkog programa. Rjesˇavanje problema u matematici trebalo bi ukljucˇiti
u svih pet sadrzˇajnih podrucˇja: Brojeve, Algebru (Algebra i funkcije), Geometriju (Oblik i
prostor), Mjerenje i Podatke (vidi [2], prema Process Standards of NCTM’s Principles and
Standards for School Mathematics, 2000.).
Dvije razine problemskih zadataka
S obzirom na slozˇenost misaonih (kognitivnih) procesa kojima se sluzˇimo pri rjesˇavanju,
problemske zadatke dijelimo u dvije razine:
• rutinski problemi
• nerutinski problemi
Rutinski problemi
Rutinski problemi su tipicˇni problemi, slicˇni problemima koji su vec´ rjesˇavani na nastavi.
Mogu biti zadani u matematicˇkom kontekstu ili u ucˇenicima bliskom kontekstu iz stvarnog
zˇivota. Ovoj klasi problema pripada npr. standardna primjena proporcionanosti i obrnute
proporcionalnosti, standardni zadatci koji se svode na rjesˇavanje linearne jednadzˇbe ili sus-
tava linearnih jednadzˇbi i sl. Rjesˇavanje takvih zadataka podrazumijeva odabir i primjenu
primjerene metode rjesˇavanja zadatka, a potrebno je i interpretirati dobiveno rjesˇenje (vidi
[2]).
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Nerutinski problemi
Nerutinski problemi su pravi problemski zadatci, tj. problemi razlicˇiti ili drukcˇije postav-
ljeni od onih koji su vec´ rjesˇavani na nastavi matematike. Takvi zadatci mogu biti postav-
ljeni u matematicˇkom ili raznovrsnim nematematicˇkim kontekstima. Rjesˇavaju se primje-
nom matematicˇkih cˇinjenica, koncepata i postupaka u situacijama koje zahtijevaju analizu,
sintezu, a moguc´e i slozˇenije povezivanje, no ne moraju biti tesˇki vec´ samo drukcˇiji od vec´
videnih na nastavi. Rjesˇavanje takvih zadataka podrazumijeva odabir i primjenu primje-
rene metode rjesˇavanja zadatka, a potrebno je i interpretirati dobiveno rjesˇenje.
Ovi zadatci u nastavi matematike nisu nuzˇno (i jedino) namijenjeni matematicˇkim
natjecanjima, vec´ su vazˇan korak u otkrivanju novih matematicˇkih koncepata te razvijanju
dubljeg razumijevanja vec´ obradenih koncepata i/ili postupaka (ucˇenje otkrivanjem i razvoj
refleksivnog misˇljenja) (vidi [2]).
1.3 Problemska situacija
Problemi i problemske situacije se pojavljuju i u sˇkoli, ali nas posebno zanimaju one
problemske situacije koje u nastavnom procesu stvara sam nastavnik matematike s po-
sve odredenim ciljem, a to je povisˇenje efikasnosti nastave matematike i podizanje razine
matematicˇkog obrazovanja ucˇenika.
Pred nastavnikom je obrada nekog problema. On najprije treba pobuditi interes stva-
ranjem problemske situacije koja je primjerena predznanju i sposobnostima ucˇenika. To se
mozˇe rijesˇiti na sljedec´e nacˇine:
• Nastavnik jasno i precizno postavlja problem ucˇenicima.
• Nastavnik stvara situaciju u kojoj se od ucˇenika zahtijeva da sami shvate i formuliraju
problem koji se u toj situaciji nalazi.
• Nastavnik stvara situaciju s visˇe ili manje jasno naznacˇenim problemom koji tijekom
analize ucˇenike treba dovesti do novog problema koji je nastavnik predvidio.
• Nastavnik stvara situaciju s visˇe ili manje jasno naznacˇenim problemom koji tijekom
analize ucˇenike dovodi do novog problema koji nastavnik nije predvidio u potpu-
nosti.
Prvi od navedenih nacˇina je najjednostavniji jer u ostalim nacˇinima ima visˇe nepoz-
nanica. Posebno je vrijedan posljednji nacˇin stvaranja problemske situacije jer je u toj
situaciji bar jedna komponenta nepoznata i samom nastavniku, a rad ucˇenika je kreativan
i stvaralacˇki. Vazˇno je naglasiti da problemska situacija ima iste komponente kao i mate-
maticˇki zadatak: objekti, poznate i nepoznate velicˇine, uvjeti, svojstva, odnosi, veze, faze i
dr. ([13]).
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1.4 Problemska nastava
Problemska situacija i problemi s kojima c´e se novi narasˇtaji mladih sresti u zˇivotu i svom
radu stavljaju sˇkolu pred ozbiljan zadatak da ucˇenike primjereno pripremi za takav rad.
Nije dovoljno samo prenosˇenje odredenih znanja ucˇenicima, a ni snalazˇenje u problem-
skim situacijama te uocˇavanje i formuliranje problema, vec´ je ucˇenike potrebno osposobiti
za rjesˇavanje problema. Najbolji nacˇin kako to postic´i je poseban nastavni sustav - pro-
blemska nastava.
Ideja problemske nastave je ucˇenje putem rjesˇavanja problema. Zapravo, to je oblik
aktivnijeg sudjelovanja ucˇenika u ucˇenju matematike s vec´im naglaskom na zakonitostima
i postavkama metodike. To nije nova ideja, ali je ona u nastavnoj praksi prilicˇno zapos-
tavljena. Dominiraju slabiji nastavni sustavi bez primjene suvremenih nastavnih metoda,
znanje se najcˇesˇc´e pasivno usvaja, a ne aktivno osvaja. Suvremena nastava matematike u
tom pogledu postavlja jacˇe zahtjeve. Na nastavnom satu ucˇenici trebaju aktivno, samos-
talno i stvaralacˇki raditi, promisˇljati, istrazˇivati i trazˇiti rjesˇenje problema, za sˇto je potrebno
pokazivanje njihovih razlicˇitih matematicˇkih sposobnosti. Pritom se razvijaju njihove spo-
sobnosti za rjesˇavanje problema. Nastavni sat nije uspjesˇan u suvremenom smislu ako
ucˇenici ne sudjeluju u istrazˇivacˇkoj nastavi, a na sˇto ih je potaklo rjesˇavanje problema.
Ovaj zahtjev se primjereno ostvaruje u problemskoj nastavi.
Problemska nastava je suvremen, ali visˇi i zahtjevniji nastavni sustav. Ta cˇinjenica
odmah upozorava da je on tezˇi ucˇenicima, a i nastavnicima matematike u odnosu na druge
nastavne sustave.
Ucˇenicima je taj nastavni sustav tezˇak jer samostalno rjesˇavanje problema nije jed-
nostavno, a ni lako. To se najbolje vidi na matematicˇkim natjecanjima gdje se cˇesto i najbo-
lji ucˇenici ne snalaze dobro u rjesˇavanju nestandardnih i problemskih zadataka. Prva bitna
pretpostavka za uspjesˇnu primjenu problemske nastave je da su ucˇenici primjereno ospo-
sobljeni za umni rad (pravilan izbor izvora za poucˇavanje, izdvajanje potrebnih teorijskih
cˇinjenica, misaono proradivanje, postavljanje i provjeravanje hipoteza, jezicˇno oblikova-
nje, zapis rezultata rada i dr.) Sposobnost umnog rada postizˇe se postupno. Ona se ra-
zvija i u drugim nastavnim sustavima (misaono prac´enje u predavacˇkoj nastavi, misaono
vodenje u heuristicˇkoj nastavi, samostalni rad u programiranoj nastavi), ali se tek u pro-
blemskoj nastavi postizˇe najpovoljniji razvoj. Stoga tu nastavu treba primjenjivati na svim
razinama matematicˇkog obrazovanja, pri tome uvazˇavajuc´i dob, psihicˇki razvoj i stvarne
matematicˇke sposobnosti ucˇenika.
Iako se poucˇavanje nastavnika matematike u problemskoj nastavi znatno smanjuje,
ovaj nastavni sustav relativno je tezˇak i za nastavnika jer se njegova uloga sastoji od savje-
tovanja i pomaganju ucˇenika pri odabiru izvora, ukazivanju na potrebne teorijske cˇinjenice
i zavrsˇnoj raspravi o rezultatima samostalnog rada ucˇenika. Tu se mogu pojaviti i pos-
tavke ucˇenika koje nastavnik nije predvidio. Na takvu situaciju on mora biti pripravan.
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Sˇtovisˇe, on mora biti sposoban stvarati takve situacije. Stoga je druga bitna pretpostavka
za primjenu problemske nastave dobra osposobljenost nastavnika matematike.
Za primjenu problemske nastave je potrebno visˇe vremena zbog njezine slozˇenosti
i tezˇine. Stoga je razumljivo da se problemska nastava ne mozˇe primjenjivati na svakom
nastavnom satu, vec´ je za tu svrhu potrebno nacˇiniti uzˇi i primjereni izbor matematicˇkih
sadrzˇaja, a za obradu tih sadrzˇaja i vrsnu pripremu ([13]). Ipak, pozˇeljno je da nastavnik
matematike svim (ili barem naprednijim) ucˇenicima cˇesˇc´e postavlja problemske zadatke i
njeguje stvaranje razlicˇitih problemskih situacija ([7]).
Dakle, ocˇito je da nastavnik matematike mora biti bolje i drugacˇije pripremljen za
izvodenje problemske nastave. Taj oblik pripreme treba tezˇiti boljem nastavnikovom ra-
zumijevanju nacˇina na koji ucˇenici promisˇljaju i pristupaju rjesˇavanju nekog problema.
Medutim, to nije dovoljno jer je potrebno i da taj njihov nacˇin njeguju i razvijaju. Tako
nastavnici matematike stjecˇu dragocjeno iskustvo koje im omoguc´uje unapredenje nastav-
nog procesa, a posebno uspjesˇniji rad s naprednijim ucˇenicima ([14], str. 1).
Iz svega navedenog je jasno da problemska nastava ima niz dobrih strana. Izdvojit
c´emo neke od njih:
• vec´a motiviranost ucˇenika (sˇirenje i pobudivanje interesa za ucˇenje matematike)
• primjerena moguc´nost suradnje
• istrazˇivacˇki pristup pri rjesˇavanju problema
• razvoj kriticˇkog misˇljenja
• bolje shvac´anje biti i zakonitosti
• obogac´ivanje matematicˇkog znanja, tj. povec´ane kolicˇine teorijskih cˇinjenica
• vec´a primjenjivost stecˇenih znanja
• znanja koja pritom primjenjuju ili stjecˇu kao nova postaju trajnija ([13])
• pruzˇanje prilike i ispunjavanje prirodne zˇelje za provjeravanjem svojih (matematicˇkih)
sposobnosti
• razvijanje navike intenzivnog i ustrajnog rada
• razvijanje sposobnosti prosudivanja i zakljucˇivanja
• provjeravanje osobnog misˇljenja
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• razvijanje sposobnosti matematicˇkog komuniciranja (iznosˇenje vlastitog iskustva,
slusˇanje drugih ucˇenika i upoznavanje njihovih iskustava, razmjena ideja i pitanja,
zajednicˇko osmisˇljavanje problema i pitanja te pristupa rjesˇavanju problema, djelo-
tvorna rasprava o rezultatima samostalnog i zajednicˇkog rada) ([14], str. 4).
Suvremena nastava matematike nacˇelno pretpostavlja drukcˇiju spoznajnu djelatnost ucˇenika
od tradicionalne nastave. Navodimo neke ciljeve suvremene nastave matematike:
• pobudivanje i pokretanje misˇljenja ucˇenika
• razvijanje umijec´a samostalnog, istrazˇivacˇkog i stvaralacˇkog proucˇavanja matema-
tike od strane ucˇenika (kako bi dobar dio novih znanja stjecali vlastitim sposobnos-
tima i snagama)
• stvaranje preduvjeta za uspjesˇnu primjenu stecˇenih matematicˇkih znanja i umijec´a
([9])
• razvijanje pozitivnog odnosa prema matematici
• ucˇenje matematicˇkog rasudivanja
• ucˇenje matematicˇke komunikacije
• razvijanje sposobnosti rjesˇavanja problema ([14], str. 4)
• otvorenost prema problemskim situacijama i zadacima (iz realnog zˇivota)
• koreliranje s drugim podrucˇjima znanosti i ljudske djelatnosti
• razvijanje i njegovanje matematicˇkih sposobnosti, odnosno stvaranje ucˇenicˇke mate-
maticˇke kompetencije (a ne samo vjesˇtina rjesˇavanja tradicionalnih i rutinskih zada-
taka)
• orijentiranost ucˇeniku
• partnerski odnos ucˇenika i nastavnika
• primjena metode suradnicˇko-timskog rada
• posvec´ivanje pazˇnje razvijanju organizacijskih vjesˇtina ucˇenika
• razvijanje kompetencije ”ucˇiti kako ucˇiti“ ([1]).
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Usporedimo uocˇavamo da su prednosti problemske nastave potpuno prilagodene os-
tvarenju navedenih osnovnih smjernica za osuvremenjivanje nastave matematike.
Rjesˇavanje problemskih zadataka dobar je nacˇin postupnog uvodenja problemske
nastave u nastavu matematike. Problemska nastava je primjerenija visˇem uzrastu ucˇenika,
ali njezina primjena je moguc´a i ranije. Napomenimo josˇ da za primjenu problemske nas-
tave osnovu daju tri vazˇna pojma: problem, problemska situacija i nacˇelo problemnosti
([13]).
Metodika organizacije problemske nastave
S obzirom na znacˇajke problemske nastave i tezˇinu koju ona nosi, metodika nastave ma-
tematike razradila je sljedec´u shemu na osnovi koje se oblikuje i priprema nastavni sat u
ovom nastavnom sustavu:
1. Stvaranje nastavne problemske situacije. Cilj nastavnika je budenje interesa u-
cˇenika za novi nastavni sadrzˇaj i motiviranje potrebe njegove obrade. Koji c´e oblik
problemske situacije on odabrati, ovisi o predznanju i matematicˇkim sposobnostima
ucˇenika.
2. Postavljanje problema koji nicˇe iz dane problemske situacije. Pritom je vazˇno da
se pitanja ne namec´u, vec´ da spontano izviru iz prirode svakog takvog zadatka.
3. Proucˇavanje uvjeta. Ucˇenici trebaju analizirati problemsku situaciju i otkriti nacˇin
rjesˇavanja postavljenog problema. Pretpostavlja se da dobro znaju teorijske cˇinjenice
potrebne za to rjesˇavanje.
4. Rjesˇavanje postavljenog problema. Ovo je najslozˇeniji dio u cˇitavom procesu. U
njemu se detaljno ostvaruje zamisˇljeni nacˇin rjesˇavanja i utvrduje ispravnost svakog
provedenog koraka. Ucˇenici u pravilu rjesˇavanje izvode samostalno. Nastavnik samo
usmjerava rad, a rjede navodi na ideju.
5. Razmatranje dobivenog rjesˇenja i iskazivanje novog znanja.
6. Proucˇavanje dobivenog rjesˇenja i trazˇenje drugih nacˇina rjesˇavanja.
7. Proucˇavanje moguc´ih prosˇirenja i poopc´enja postavljenog problema.
8. Zakljucˇci izvrsˇnog rada. Dijalog ucˇenika i nastavnika. Razmatranje moguc´nosti
primjene novog znanja.
Ovu shemu ne treba shvatiti kruto, vec´ kao dinamicˇan proces koji se mozˇe djelomice
mijenjati od problema do problema. Neki koraci se mogu objediniti, a neki ponekad i
ispustiti ([13]).
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Nije tesˇko navesti podrucˇje i teme pogodne za primjenu rjesˇavanja matematicˇkih
problema. To su gotovo bez iznimke sva podrucˇja nastavnih sadrzˇaja jer svi matematicˇki
sadrzˇaji nose u sebi stanovitu problemnost ([14]). Ipak, neka su podrucˇja izrazito pogodna.
Primjena u tim podrucˇjima mozˇe kasnije znatno unaprijediti rad s ucˇenicima u nastavnom
procesu, posebno rad s naprednijim ucˇenicima.
Stoga je moguc´e pri obradi svakog sadrzˇaja najprije stvoriti prikladnu problemsku
situaciju i ucˇenike staviti pred neki problem. O tezˇini matematicˇkog sadrzˇaja, uzrastu i
predznanju ucˇenika te o umjesˇnosti nastavnika ovisi hoc´e li se u daljnjem radu problem
u potpunosti obradivati primjenom problemske nastave ili c´e se rad kombinirati s drugim
oblicima i nastavnim metodama. Vec´ samo postavljanje problemske situacije na jedan od
spomenutih nacˇina znacˇi dobar pocˇetak ([13]). Tako rjesˇavanje problemskog zadatka mozˇe
u sebi ukljucˇivati obradu nastavnih sadrzˇaja, motivaciju, razlicˇite oblike rada i nastavnih
metoda, domac´e zadac´e, ocjenjivanje ucˇenika, primjenu racˇunala u nastavi matematike itd.
([14]).
Vazˇno je rec´i da pritom tezˇisˇte ne treba biti na broju zadataka, nego na promisˇljanju,
idejama i teorijskoj osnovi. Nije uvijek vazˇno cˇak ni rijesˇiti zadatak u potpunosti. Za to
gotovo da i nema uvijek dovoljno vremena. Ovdje se nastavnikova pozornost usmjerava na
proces rjesˇavanja, a ne na sama rjesˇenja. Ipak, pozˇeljno je da ucˇenici uz pomoc´ nastavnika
rijesˇe svaki zadatak u potpunosti, na nastavi ili kod kuc´e. Time stjecˇu vec´u sigurnost i
samopouzdanje te se razvijaju vjesˇtine u rjesˇavanju zadataka ([14], str. 2).
Ucˇenje matematike rjesˇavanjem problema
Dimenzije koje su vazˇne u nastavi matematike su:
• procesi (deduktivni, induktivni, zakljucˇivanje, heuristike)
• koncepti (numericˇki, geometrijski, algebarski, analiticˇki, vjerojatnosni, statisticˇki)
• vjesˇtine (procjenjivanje, misaona matematika, algoritmi, komunikacija)
• stavovi (uvazˇavanje, interes, samopouzdanje)
• metakognicija (promicanje ucˇenicˇkog vlastitog misˇljenja i visˇih misaonih sposob-
nosti).
Pritom je vazˇno naglasiti da je sve to u sluzˇbi onoga sˇto se nalazi u sredisˇtu nas-
tave matematike, a to je rjesˇavanje problemskih zadataka (vidi [2]). Naime, vazˇni oblici
matematicˇke djelatnosti (kao sˇto su stvaranje problemskih situacija, motivacija nuzˇnosti
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prosˇirivanja teorije, pronalazˇenje matematicˇkih modela prakticˇnih problema, rjesˇavanje za-
dataka, dokazivanje tvrdnji itd. ([9])) su u vec´oj ili manjoj mjeri povezani s rjesˇavanjem
problemskih zadataka.
Ovladati matematikom izmedu ostalog znacˇi znati rjesˇavati zadatke, ne samo stan-
dardne, nego i one koji zahtijevaju nezavisnost misˇljenja, zdravo rasudivanje, originalnost i
otkrivanje. Stoga se glavna obveza sˇkolske matematike sastoji u isticanju metodicˇke strane
procesa rjesˇavanja zadataka koji se ne mozˇe provoditi bezlicˇno i bez naglasˇavanja nekih
kljucˇnih trenutaka ([16], str. 3-4). Stoga spomenimo i misao matematicˇara Edwarda Grif-
fitha Beglea (1914. - 1978.): ”Rjesˇavanje problema je po mom misˇljenju najvazˇniji
ishod matematicˇkog obrazovanja“ ([24], str. 173, prema E. G. Begle, Personal commu-
nication, ozˇujak 1977.).
Rjesˇavanje problemskih zadataka je jedan od kljucˇnih nacˇina poucˇavanja i ucˇenja
matematike. Stoga svaki zadatak treba igrati vec´u obrazovnu ulogu. Naime, samostalna
spoznajna djelatnost ucˇenika pri proucˇavanju matematike ostvaruje se u velikoj mjeri pri-
mjerenim izborom i korisˇtenjem zadataka. Na taj nacˇin zadatci postaju vazˇno sredstvo pri
oblikovanju u ucˇenika sustava osnovnih matematicˇkih znanja, umijec´a i navika i doprinose
razvoju njihovih matematicˇkih sposobnosti i stvaralacˇkog misˇljenja. Vec´ su procjena re-
zultata na pocˇetku i provjera dobivenog rezultata na kraju rjesˇavanja vazˇni koraci pravilne
primjene zadataka. O uspjesˇnoj primjeni zadataka u nastavi matematike ovisi i stupanj pri-
premljenosti ucˇenika za sljedec´u razinu njihova matematicˇkog obrazovanja ili za njihovu
prakticˇnu djelatnost u nekom drugom podrucˇju ([9]).
Kako bi ucˇenici uspjesˇno izgradili matematicˇke koncepte, nastavnik se treba pitati:
- Razumiju li ucˇenici koncept?
- Na koji nacˇin pokazuju i komuniciraju svoje razumijevanje koncepta?
- Treba li se vratiti istom konceptu i ponovo ga pokusˇati pojasniti?
- Stvaraju li ucˇenici poveznice novog koncepta s vec´ poznatima?
- Ako ucˇenici ne pokazuju razumijevanje, sˇto je tome uzrok? ([2])
Kako bi ucˇenici uspjesˇno razvili vjesˇtinu rjesˇavanja problema, nastavnik se treba pi-
tati:
- Koje strategije ucˇenici primjenjuju?
- Primjenjuju li ucˇinkovite strategije?
- Razumiju li problem?
- Kako prikazuju svoje ideje?
- Razmjenjuju li ideje s drugim ucˇenicima?
- Je li njihov proces rjesˇavanja logicˇan?
- Mogu li ucˇenici iskazati svoje razmisˇljanje?
- Koje stavove ucˇenici izrazˇavaju? ([2])
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Uloga nastavnika matematike
Osnovni problem u nastavnom procesu nije samo usvajanje vec´e kolicˇine matematicˇkih
sadrzˇaja, vec´ i nacˇini na koje se to ostvaruje i obrazovna postignuc´a koja doprinose pri-
mjerenom razvoju misˇljenja ucˇenika ([8]). Uloga nastavnika matematike je presudna u
odabiru problema i aktivnosti koji pridonose stjecanju matematicˇke kompetencije ucˇenika
i ostvarenju kurikulumom postavljenih ishoda ucˇenja ([2]). Stoga nastavnik mora jako
dobro poznavati ono sˇto se sprema poucˇavati. Po´lya to pravilo izrazˇava na sljedec´i sliko-
vit nacˇin: ”Prvo pravilo poucˇavanja je znati ono sˇto treba poucˇavati. Drugo pravilo
poucˇavanja je znati malo visˇe od onoga sˇto treba poucˇavati“ ([22]). Nastavnik ne smije
raditi slucˇajni izbor zadataka, vec´ prije zadavanja mora dobro proucˇiti problem, njegovo
rjesˇenje, ali i okruzˇenje u kojem c´e se ti zadatci rjesˇavati.
Osim toga, kreativan rad nastavnika na odgovarajuc´oj razini je pozˇeljan i potreban.
Naime, nastavnik koji nema osobnog iskustva s nekom vrstom kreativne i istrazˇivacˇke dje-
latnosti tesˇko mozˇe potaknuti, voditi, pomoc´i, pa cˇak i prepoznati kreativnu aktivnost svo-
jih ucˇenika. Od takvog nastavnika matematike tesˇko se mozˇe ocˇekivati i istrazˇivanje novih
sadrzˇaja ([16], str. 8). Jedna od osobina kreativnog nastavnika matematike upravo je ovla-
davanje umijec´em izbora primjerenih nastavnih oblika rada i primjene pogodnih nastavnih
metoda te njihove cˇesˇc´e izmjene tijekom nastavnog procesa. Zato je potrebno preispitati
uporabu svih oblika rada i nastavnih metoda te zadrzˇati samo one koji ne sputavaju ucˇenike.
Na taj nacˇin se mozˇe ostvariti velik dio postavki i ciljeva suvremene nastave matematike.
Tako nastavnik mozˇe osposobiti ucˇenike za rad koji je vrlo blizak istrazˇivacˇkom radu ([7]).
Rjesˇavanje nerutinskog matematicˇkog problema uistinu kreativan posao jer se tu trazˇi
vec´e ili manje znanje, no uvijek je potreban odredeni (cˇesto visok) stupanj koncentracije
i razmisˇljanja. Rjesˇavanje takve vrste problema je oblik kreativnog rada koji bi morao
biti ukljucˇen u kurikulume, planove i programe nastave matematike. Zapravo, rjesˇavanje
problema takve vrste daje ucˇiteljima priliku prolaska kroz stvarno i primjenjivo znanje
matematike koje nije potrebno memorirati, nego primjenjivati na zanimljive zadatke. Tada
ucˇitelj, sˇto je josˇ vazˇnije, mozˇe znati kako stec´i vjesˇtinu ”pogleda iznutra“ na bit procesa
rjesˇavanja zadataka. Sve c´e mu to omoguc´iti ucˇinkovitije objasˇnjavanje problema, vodenje
postupka rjesˇavanja i prosudivanje rada svojih ucˇenika ([16], str. 8).
Ako nastavnik u svoje raspolozˇivo vrijeme s ucˇenicima samo mehanicˇki ”tesˇe“ u-
vjezˇbane postupke, smanjuje im interes i kocˇi njihov intelektualni razvoj. Time slabo is-
korisˇtava svoju veliku priliku koja mu je dana.
S druge strane, izborom, formulacijama i rasporedom zadataka koji su primjereni
ucˇenicˇkom znanju, metodicˇkom rasˇcˇlambom rjesˇavanja zadataka te pomaganjem stimu-
lativnim pitanjima je moguc´e potaknuti aktivnost ucˇenika, probuditi njihovo zanimanje,
radoznalost i inicijativu, razvijati sklonost za prosudivanjem i samostalnim misˇljenjem te
im pokazivati putove do toga. Na taj nacˇin nastavnik kod ucˇenika poticˇe stvaralacˇki rad i
izosˇtrava stvaralacˇko misˇljenje i umijec´e rasudivanja. Nadalje, ucˇenike uvodi u atmosferu
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znanstvenog istrazˇivanja i ostavlja pred njima moguc´nosti da se upoznaju s mnosˇtvom si-
tuacija koje se susrec´u u znanstveno-istrazˇivacˇkom radu ([15], str. V-VI).
Nastavnik mozˇe odlucˇiti hoc´e li odredeni problem ili aktivnost pomoc´i u ostvarenju
postavljenih ishoda ucˇenja, kako u sadrzˇajnoj (matematicˇki koncepti) tako i u procesnoj
(matematicˇki procesi) dimenziji matematicˇkog obrazovanja:
- analizirajuc´i i prilagodavajuc´i probleme
- anticipirajuc´i matematicˇke ideje koje se mogu izgraditi njihovim rjesˇavanjem
- predvidajuc´i pitanja koja bi ucˇenici mogli postaviti
Pritom je vazˇno napomenuti da su brojni problemi zanimljivi i zabavni, ali svi oni ne
pridonose nuzˇno razvoju i razumijevanju matematicˇkih ideja koje ucˇenici trebaju izgraditi
u trenutku rada na problemu ([2]).
Ucˇenici i matematicˇko otkric´e
”U danom trenutku postoji samo tanki sloj izmedu trivijalnog i nemoguc´eg. Matematicˇka
otkric´a su dobivena u tom sloju.“
Andrej Nikolajevicˇ Kolmogorov (1903. - 1987.), zapisao u svom dnevniku 14. rujna 1943.
([37])
George Po´lya je smatrao da dobro obrazovanje podrazumijeva ”sustavno pruzˇanje
prilike ucˇeniku za samostalnim otkrivanjem.“ Ta njegova misao nagovjesˇtava dvije pe-
dagosˇke teme kojima se Po´lya bavio i razvijao ih visˇe od pola stoljec´a. Te teme koje su
zajedno tkane njegovim radom su:
• dosljednost (sustavnost) i otkric´e (sustavno otkrivanje matematike)
• sustavno izlaganje (obrazlozˇanje) ”metode“ (a` la Descartes) za otkrivanje i pronala-
zak ([25], str. 283-284).
Rjesˇavanjem matematicˇkih problema ucˇenici c´e zapaziti dva lica matematike. Za-
ista, matematika ima dva aspekta: ona je strogo euklidska znanost, no ona je i nesˇto drugo.
Prikazana euklidski, sama matematika je sistematska, apstraktna i deduktivna znanost, no
matematika u nastajanju je eksperimentalna, konkretna i induktivna znanost. Ta cˇinjenica
govori sve o tome koliko su i za nastavu matematike vazˇne neke znanstvene metode is-
trazˇivanja. Oba navedena aspekta su stara koliko i sama matematika. Ipak je drugi aspekt
u jednom pogledu nov: matematika in statu nascendi, tj. u procesu iznalazˇenja nije nikad
prije Po´lyine ”metodicˇke revolucije“ bila prikazana ucˇeniku, nastavniku ili sˇiroj javnosti u
takvom stilu ([15], str. VI).
Rjesˇenje velikog problema veliko je otkric´e, no i u rjesˇavanju svakog matematicˇkog
problema ima nesˇto otkrivalacˇko. Naime, i pri najskromnijem zadatku, ako on budi zani-
manje, ako pobuduje radoznalost, ako pokrec´e dosjetljivost i ako ga ucˇenik rjesˇava vlasti-
tim snagama, ucˇenik c´e dozˇivjeti napetost i uzˇivati u trijumfu pronalaska. Takvi dozˇivljaji u
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dobi koja je pristupacˇna dojmovima mogu stvoriti sklonost za umni rad i utisnuti dozˇivotni
pecˇat na duh i karakter.
Jedinstvena prilika koju ima ucˇenik c´e biti propusˇtena ako on u matematici vidi samo
predmet u kojem mora stec´i izvjesnu ocjenu, a nakon toga ga mozˇe sˇto prije zaboraviti.
Prilika mozˇe biti propusˇtena cˇak i onda kad je ucˇenik prirodno nadaren za matematiku jer
on mora, kao i svako drugi, najprije otkriti svoje sposobnosti i sklonosti. Stoga je potrebno
dovesti ucˇenika u situaciju da to uistinu i otkrije.
Po´lya to slikovito kazˇe na sljedec´i nacˇin: ”On ne mozˇe znati voli li c´evapcˇic´e ako
ih nikad nije okusio.“ ([15], str. V-VI), odnosno ”Zapamtite - ako zˇelite naucˇiti plivati,
onda smjelo skocˇite u vodu, a ako zˇelite naucˇiti rjesˇavati zadatke, onda ih rjesˇavajte!“
([16], str. 1)
Potrebno je ucˇenika dovesti do zakljucˇka da matematicˇki problem mozˇe pruzˇiti isto
toliko zadovoljstva koliko i kompjuterska igrica ili da intenzivan umni rad mozˇe biti jed-
nako ugodan kao napeta nogometna utakmica. Okusi li jednom radost u matematici, nec´e
je lako zaboraviti. Tu je onda dobra prilika da matematika za nj nesˇto postane: najmi-
lija zabava i orude njegova zvanja ili cˇak velika strast. Takve matematicˇke uzˇitke ne bi
trebao omoguc´avati omoguc´avati samo onim ambicioznim ucˇenicima koji zˇele razumjeti
matematiku i razvijati vlastite sposobnosti, vec´ svakom ucˇeniku.
S druge strane, nastavnik bi trebao udovoljiti radoznalosti ucˇenika koji osjec´aju dub-
lju radoznalost te si postavljaju sljedec´a pitanja: ”Da, rjesˇenje je tu. Cˇini se da je ispravno,
no kako je moguc´e nac´i takvo rjesˇenje? A kako bih ja sam mogao nesˇto takvo pronac´i ili
otkriti?“ Ti ucˇenici ne samo da zˇele shvatiti dana rjesˇenja problema, vec´ zˇele shvatiti mo-
tive i postupke u rjesˇavanju te sredstva i putove otkric´a. Takvo zanimanje medu ucˇenicima
je rasˇirenije nego sˇto bi se u prvi mah pomislilo ([15], str. V-VI).
1.5 Izreke o rjesˇavanju (matematicˇkih) problema
”Postavljanje problema je cˇesto mnogo bitnije nego njegovo rjesˇenje koje mozˇe biti je-
dino predmet matematicˇke ili eksperimentalne vjesˇtine. Za dobivanje novih pitanja, novih
moguc´nosti, za promatranje starih problema iz novog kuta zahtijeva se stvaralacˇka masˇta,
a to oznacˇava pravi napredak u znanosti.“
Albert Einstein (1879. - 1955.) ([37])
”Kazˇu da nije toliki smisao u dolasku na odredisˇte koliki je smisao u putovanju.“
kapetan Jack Sparrow u filmu Pirati s Kariba: Nepoznate plime, 2011. ([28])
”Znacˇajni problemi s kojima smo suocˇeni, ne mogu se rijesˇiti istom razinom razmisˇljanja
(svijesti) na kojoj smo bili kad smo ih stvorili.“
Albert Einstein (1879. - 1955.) ([34])
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”Mi nikada ne postajemo matematicˇari, cˇak i ako naucˇimo napamet sve tude dokaze, ako
nasˇ um nije osposobljen da samostalno rjesˇava postavljene probleme.“
Rene´ Descartes (1596. - 1650.) ([34])
”Srzˇ matematike cˇine konkretni primjeri i konkretni problemi. Nemoj samo cˇitati; bori
se! Postavljaj svoja vlastita pitanja, trazˇi svoje vlastite primjere, otkrij svoje vlastite do-
kaze. Je li pretpostavka nuzˇna? Je li obrat istinit? Sˇto se dogada u specijalnom slucˇaju?
Sˇto je s degeneriranim slucˇajevima? Gdje dokaz rabi pretpostavke?“
Paul Richard Halmos (1916. - 2006.) ([34])
”Ucˇini sˇto mozˇesˇ...“ (s matematicˇkim problemom)
Sibe Mardesˇic´ (1927. - ) ([35])
”Sˇto je najbolje ucˇiniti s ovim zadatkom? Ostaviti ga na miru i smisliti neki drugi za-
datak.“
tradicionalni profesor matematike ([16], str. 207)
”To sˇto ste bili prisiljeni sami otkriti, u vasˇem umu otvara put kojim se mozˇete ponovno
koristiti kada se za to ukazˇe potreba.“
Georg Kristof Lichtenberg (1742. - 1799.), Aforizmi ([16], str. 273)
”Najbolji nacˇin da se nesˇto naucˇi jest da to sami otkrijete.“
George Po´lya (1887. - 1985.) ([18])
”Svaka ljudska spoznaja pocˇinje razmisˇljanjem; odatle se dolazi do pojmova i zavrsˇava
idejama.“
Immanuel Kant (1724. - 1804.), Kritika zdravog uma, str. 429. ([16], str. 429)
”Od zˇelje nicˇe misao o nekim sredstvima pomoc´u kojih vidimo ostvarenje necˇeg slicˇnog
onome cˇemu tezˇimo i od te pomisli - misao o sredstvima za dostignuc´e tih sredstava, i tako
dalje, dok ne dodemo do nekog pocˇetka koji je u nasˇoj vlastitoj moc´i.“
Thomas Hobbes (1588. - 1679.), Leviathan ([16], str. 193)
”Rjesˇavanje zadataka je najkarakteristicˇnija i specificˇna raznolikost slobodnog misˇljenja.“
William James (1842. - 1910.) ([16], str. 135)
”Problem je prilika za tebe da dasˇ sve od sebe.“
Edward Kennedy ”Duke“ Ellington (1899. – 1974.) ([42])
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”Rjesˇavanje problema je ono sˇto radimo kad ne znamo sˇto raditi.“
Dan Piraro (1958. - ) ([2], prema T. Herr, K. Johnson, D. Piraro, Problem Solving Stra-
tegies: Crossing the River with Dogs and Other Mathematical Adventures, Berkeley, CA:
Key Curriculum Press, 2001.)
”Problem nije problem. Problem je tvoje shvac´anje problema. Razumijesˇ li?“
kapetan Jack Sparrow u filmu Pirati s Kariba ([21])
”Nisˇta nije nemoguc´e za onoga tko ima volju pokusˇati.“
Aleksandar Veliki (356. prije Krista - 323. prije Krista) ([27])
Thomas Alva Edison o idejama za rjesˇavanje problema, neuspjesima i
odustajanju
”Da bi imao veliku ideju morasˇ imati puno ideja.“
”Kada bismo ucˇinili sve stvari koje smo u stanju ucˇiniti, zadivili bismo sami sebe.“
”Nisam pogrijesˇio. Samo sam pronasˇao 10 000 nacˇina koji ne funkcioniraju.“
”Samo zato sˇto nesˇto ne radi onako kako si planirao ne znacˇi da je to i neupotrebljivo.“
”Skoro svaki cˇovjek koji razvije neku ideju razraduje je do tocˇke kada ona izgleda ne-
moguc´a i onda se obeshrabri. To nije mjesto na kojem treba postati obeshrabren.“
”Nasˇa velika slabost lezˇi u odustajanju. Najbolji nacˇin da postignete uspjeh je da uvi-
jek pokusˇate makar josˇ jednom.“
”Navec´i promasˇaji su ljudi koji ne shvate koliko su bili blizu uspjeha u trenutku kada su
odustali.“ ([41])
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1.6 Heuristika
Rijecˇ heuristika (grcˇ. ευρισκειν: ’nalaziti’, ’otkrivati’ ili grcˇ. heuristiko: ’nalazim’) ima
mnogo znacˇenja.
Rijecˇ heuristika mozˇe oznacˇavati sljedec´e:
- postupak koji vodi prema otkric´u ili ga poticˇe ([31])
- umijec´e metodicˇnog otkrivanja istina ([32])
- lat. ars inveniendi: ’vjesˇtina iznalazˇenja’ ([17]), odnosno vjesˇtina pronalazˇenja istina ili
novih cˇinjenica i spoznaja ([33])
- disciplina koja se bavi istrazˇivanjem i proucˇavanjem rjesˇavacˇkih metoda i pravila koja
vode do otkrivanja i pronalazˇenja ([15])
- skup znanja o metodama otkrivanja i utvrdivanja novih cˇinjenica i spoznaja ([32])
- znanost o metodicˇkom pronalazˇenju i otkric´u novoga ([17])
- dio znanstvene metodologije koji proucˇava vjesˇtine pronalazˇenja novih spoznaja ([39])
- proces koji mozˇe rijesˇiti odredenu vrstu problema, ali ne jamcˇi uspjesˇno rjesˇenje (u mo-
dernoj logici) ([31])
- formalno neispravna i/ili nepotpuna procedura zakljucˇivanja ili odlucˇivanja koja cˇesto
vodi do uspjesˇnoga rjesˇenja problema ako se primijeni na specificˇno i razmjerno usko po-
drucˇje, no pokazuje se neuspjesˇnom i beskorisnom ako je primijenjena na neko drugo
podrucˇje (znacˇenje u suvremenoj filozofiji uma) ([31]).
Podrucˇje heuristike raznoliko je povezano s drugim strukama. Heuristika djelomice za-
sijeca u podrucˇje djelovanja matematicˇara, fizicˇara, psihologa, pedagoga pa i filozofa, a
time i logicˇara. Pritom treba priznavati moguc´nosti kritike sa suprotnih stajalisˇta te biti
svjestan ogranicˇenja heuristike ([15]). Vazˇnost heuristike kao moguc´e bitne strategije za-
kljucˇivanja potvrdena je rezultatima eksperimentalnih istrazˇivanja u kognitivnoj psihologiji
([31]).
Iz rijecˇi heuristika nastaje pridjev heuristicˇki koji opisuje onoga koji je koristan i ima svoju
svrhu u istrazˇivanju ([32]), odnosno onoga koji sluzˇi otkrivanju ([15]). Drugacˇije recˇeno,
rijecˇ heuristicˇki opisuje onoga koji se odnosi na pronalazˇenje i otkrivanje novih cˇinjenica i
spoznaja, osobito znanstvenih ([17]).
Rijecˇ heuristicˇan (novolat. heuristicus ← grcˇ. heurı´skein: ’pronac´i’, ’otkriti’) oznacˇa-
va onoga kojemu je svojstveno otkrivanje, koji otkriva, koji se usvaja uz otkrivanje (za
razliku od onoga sˇto se ucˇi pukim ponavljanjem ili oponasˇanjem) ([32]).
Rijecˇ heureka (grcˇ. ευρηκα, tj. heu´reka: ’(Pro)nasˇao sam!’, ’Otkrio sam!’) doslovno
oznacˇava navodni legendarni uzvik koji se pripisuje velikom Grku Arhimedu iz Sirakuze
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kada je uocˇio prividni gubitak tezˇine u tekuc´ini i tako otkrio zakon o uzgonu tijela u
tekuc´ini (osnovni zakon hidrostatike o specificˇnoj tezˇini). Kasnije je u prenesenom znacˇenju
ta rijecˇ pocˇela oznacˇavati opc´enit usklik radosti pri nekom otkric´u ili dobroj zamisli ([31]).
S rijecˇju heuristika su povezani i sljedec´i pojmovi:
- Heuristicˇki principi (nacˇela) su smjernice, odnosno radne hipoteze koje sluzˇe pro-
nalazˇenju novih vidika pri znanstvenom istrazˇivanju i objasˇnjavanju (npr. hipoteze ili fik-
cije) ([17]).
- Heuristicˇki postupak, za razliku od sistematskog izlaganja, je prikazivanje putova i
nacˇina postizanja rezultata neke znanosti ([17]), odnosno dolazˇenje do znanstvenog rjesˇenja
ili otkric´a putem pokusˇaja i pogrjesˇaka, nagadanjima i opovrgavanjima ([31]).
- Heuristicˇke znanosti, za razliku od egzaktnih znanosti, su znanosti koje svoje spoznaje
(vrlo cˇesto) ne mogu provjeriti eksperimentom ([32]).
- Heuristicˇki program je vrsta programa koji rjesˇava problem na temelju pokusˇaja i po-
gresˇaka ([32]).
1.7 Heuristika kroz prosˇlost
Heuristika je naziv za stanovitu disciplinu koja u prosˇlosti nije bila najjasnije definirana.
Cˇesto je bila sumarno, a rijetko kada detaljno prikazivana. U vrijeme pisanja Po´lyine knjige
Kako c´u rijesˇiti matematicˇki zadatak (1945. godina) heuristika je vec´ dugo vremena bila
zaboravljena. Stoga je bila prilicˇno nepoznato podrucˇje, tj. disciplina koja tada nije bila u
modi. Po´lya slikovito navodi da heuristika ima ”dugu prosˇlost, a mozˇda i neku buduc´nost“
([15]). Upravo je pisanjem te knjige pokusˇao ozˇivjeti tu, tada mladu znanstvenu granu u
modernoj i skromnoj formi. Pritom je iscrpno osvijetlio ulogu heuristicˇkog procesa u nas-
tavi matematike pokusˇavajuc´i okarakterizirati heuristiku kao posebnu granu spoznavanja
([7]).
Navest c´emo nekoliko matematicˇara koji su svojim radom znacˇajno doprinijeli ra-
zvoju heuristike. Neke tragove proucˇavanja nalazimo vec´ kod Euklidovih komentatora. U
tom je pogledu osobito zanimljivo jedno mjesto kod poznatog grcˇkog matematicˇara Papa
iz Aleksandrije (oko 290. – oko 350.). U sedmoj knjizi svojih Collectiones Papo iz-
vjesˇtava o jednoj disciplini koju on naziva αναλυo´µενoς. Ovaj naziv mogli bismo prevesti
kao ”riznica analize“, ili kao ”umijec´e rjesˇavanja zadataka“, ili upravo kao ”heuristika“, a
posljednji navedeni izraz kao da bi najvisˇe odgovarao. Donosimo dio slobodnog prijevoda
jednog Papovog izvjesˇtaja u kojem objasˇnjava metodu analize i sinteze. ”Takozvana he-
uristika je, kratko recˇeno, posebna znanstvena disciplina za upotrebu onima koji, nakon sˇto
su vec´ proucˇili opc´e Elemente, zˇele stec´i vjesˇtinu rjesˇavanja matematicˇkih zadataka. To je
jedina korist ove discipline. Ona je djelo trojice: Euklida, autora Elemenata, Apolonija iz
Perge i Aristeja starijeg. Ona ucˇi postupcima analize i sinteze“ ([15]).
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Najpoznatija nastojanja da se izgradi sustav heuristike valja pripisati velikim matematicˇari-
ma, fizicˇarima i filozofima Descartesu i Leibnizu. Rene´ Descartes (lat. Renatus Cartesius)
(1596. — 1650.) namjeravao je objaviti univerzalnu metodu za rjesˇavanje zadataka, ali je
svoja Pravila za vodenje uma ostavio nedovrsˇena. Fragmenti ovog djela, koji su nadeni
medu njegovim rukopisima i objavljeni poslije njegove smrti, sadrzˇe brojniji i zanimljiviji
materijal o rjesˇavanju zadataka nego njegovo poznatije djelo Discours de la Me´thode, iako
je potonje djelo vrlo vjerojatno napisano kasnije. Ova Descartesova misao kao da opisuje
postanak Pravila za vodenje uma: ”Kad sam kao mladic´ slusˇao o dosjetljivim pronalas-
cima, pokusˇavao sam pronalaziti sam ne cˇitajuc´i autora. Postupajuc´i tako, malo po malo
sam opazˇao da upotrebljavam odredena pravila“ ([15]).
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. — 1716.) namjeravao je napisati djelo o ”u-
mijec´u pronalazˇenja“, ali nikad nije izvrsˇio taj plan. Brojni fragmenti razasuti po njegovim
djelima ipak pokazuju da je imao zanimljivih ideja o toj temi cˇiju je vazˇnost cˇesto na-
glasˇavao. Tako je, na primjer, pisao: ”Nisˇta nije vazˇnije, nego vidjeti izvore pronalazˇenja
koji su po mom misˇljenju zanimljiviji od pronalazaka samih“ ([15]).
Bernhard Bolzano (1781. - 1848.), logicˇar i matematicˇar, heuristici je posvetio zna-
tan dio svog opsezˇnog izlaganja logike (Wissenschaftslehre, sv. 3, str. 293-575) i time
joj je dao znacˇajne i detaljne elemente spoznaje. U navedenom dijelu svog rada on pisˇe:
”Niposˇto ne mislim da c´u ovdje moc´i dati neki postupak za istrazˇivanje koji ne bi svaka
dobra glava vec´ odavna bila zapazila, i nikom ne obec´ajem da c´e ovdje naic´i na nesˇto posve
nova u tom pogledu. Ja c´u se samo potruditi da jasnim rijecˇima obuhvatim razna pravila i
nacˇine istrazˇivanja po kojima postupaju svi sposobni ljudi, a da vec´inom toga nisu ni svi-
jesni. Pa iako ne utvaram sebi da c´e i to potpuno uspjeti, ipak se nadam da c´e i ono malo
sˇto c´u ovdje dati nekome dobro doc´i i da c´e to kasnije moc´i primijeniti“ ([15]).
1.8 Heuristicˇka nastava
Kad god se problemska nastava ne mozˇe primijeniti, bilo zbog njezine tezˇine ili zbog na-
ravi matematicˇkog sadrzˇaja koji se treba obraditi, taj nastavni sustav treba zamijeniti manje
zahtjevnijim nastavnim sustavom cˇija je djelotvornost nesˇto slabija, ali josˇ uvijek dovoljno
dobra za ostvarenje vec´ine ciljeva suvremene nastave matematike. Takav sustav je he-
uristicˇka nastava. Kod ovog sustava su aktivnost i samostalnost ucˇenika smanjene, ali se
sposobnost umnog rada ucˇenika i dalje razvija putem nastavnikovog misaonog vodenja.
Heuristicˇka nastava je iznikla iz potrebe da se uvodenjem samostalnog rada ucˇenika
prevlada predavacˇka nastava i poboljsˇa nastavni proces. Njezin pocˇetak nalazimo u prvom
desetljec´u 20. stoljec´a. Ona se tijekom vremena razvijala i usavrsˇavala. Razvojni put
najbolje opisuju smjernice za njezinu primjenu iz prve polovine prosˇlog stoljec´a:
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• Zadrzˇati prividnost igre. Uvazˇavati slobodu ucˇenika. Podrzˇavati privid njegovoga
vlastitog otkrivanja matematicˇke istine. Izbjegavati zamorne vjezˇbe pamc´enja u
pocˇetnom obrazovanju ucˇenika jer to potiskuje njegove urodene osobine. Poucˇavati
oslanjajuc´i se na interes prema matematicˇkom sadrzˇaju koji se proucˇava.
• Ne izlagati odredeni dio matematike u potpuno gotovom obliku. Takvim se postu-
panjem dolazi u raskorak s osnovnim nacˇelima nastave. Razvijati umni rad, a ne
zahtijevati ucˇenje napamet. Pridrzˇavati se nacˇela primjerenih tesˇkoc´a.
• Razvijanje stvaralacˇkih sposobnosti ucˇenika glavni je zadatak nastave matematike.
• Heuristicˇka metoda je takva nastavna metoda u kojoj nastavnik ne priopc´uje ucˇenicima
gotove cˇinjenice i istine, nego ih navodi na samostalno otkrivanje odgovarajuc´ih tvrd-
nji i pravila.
• Heuristicˇka metoda sastoji se u tome da nastavnik pred ucˇenicima postavlja pro-
blem, a onda pomoc´u odgovarajuc´ih prikladnih pitanja vodi ucˇenike do rjesˇenja.
Heuristicˇka nastava ucˇenike mora dovesti do shvac´anja.
Mnoge gore navedene smjernice i promisˇljanja su ostali svjezˇi i prepoznatljivi sve do
danas ([7]).
Karakteristike heuristicˇke nastave
Kao i svaki drugi nastavni sustav, heuristicˇka nastava ima svoje dobre strane i slabe strane
(koje ne treba zanemariti). Poticajna je cˇinjanica da dobre strane prevladavaju i heuristicˇku
nastavu svrstavaju medu visˇe i suvremene nastavne oblike.
Dobre strane:
• Osnovu za stjecanje znanja i sposobnosti predstavljaju samostalni rad i aktivnost
ucˇenika. Pritom je vazˇno nastavnikovo poucˇavanje o matematicˇkom sadrzˇaju i nacˇinu
rada kao svojevrsna pomoc´ ucˇenicima.
• Poznato je da obrazovno znacˇenje imaju samo oni matematicˇki sadrzˇaji koje ucˇenici
potpuno razumiju. Ono sˇto ucˇenici ne razumiju brzo se zaboravlja i potpuni je obra-
zovni promasˇaj. Stoga je vazˇna odrednica heuristicˇke nastave da nastavnici svojim
poucˇavanjem ucˇenike misaono vode i dovode ih do razumijevanja i shvac´anja mate-
maticˇkog sadrzˇaja.
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• Heuristicˇka nastava pretpostavlja neposredno komuniciranje nastavnika i ucˇenika.
Nastavnik svojim pitanjima upuc´uje ucˇenike da u izvorima nalaze cˇinjenice na os-
novu kojih nastavnikovim misaonim vodenjem dolaze do shvac´anja. Slobodan raz-
govor i rasprava omoguc´avaju ucˇenicima postavljanje pitanja, i to posebno kad im
nedostaje neka spoznajna informacija.
• Za razliku od problemske nastave, heuristicˇka nastava josˇ uvijek ne dovodi ucˇenike
do potpuno samostalnog rada u otkrivanju matematicˇkih istina, vec´ do toga spozna-
vanja ucˇenike vodi nastavnik na temelju svoga heuristicˇkog modela. Ipak, ucˇenici su
i tu misaono aktivni i u odredenoj mjeri subjekti nastave.
• Heuristicˇka nastava, za razliku od problemske nastave, mozˇe se u potpunosti ili dje-
lomicˇno primijeniti na svakom nastavnom satu matematike. Sve ovisi o nastavniku i
umjesˇnosti njegovog vodenja ([7]).
Slabe strane:
• Nemoguc´nost misaonog vodenja basˇ svih ucˇenika zbog pomanjkanja vremena i razlicˇitih
brzina shvac´anja.
• Nemoguc´nost neposredne komunikacije sa svim ucˇenicima.
• Komunikacija s povucˇenim ucˇenicima je otezˇana i cˇesto izostaju njihova pitanja.
• Nepotpuna povratna informacija o proucˇenom matematicˇkom sadrzˇaju ([7]).
• Nije lako dovesti sve ucˇenike do samostalnog otkrivanja odgovarauc´ih tvrdnji i pra-
vila, tj. do usklika Heureka! Za neke ucˇenike heuristicˇka nastava ostaje josˇ uvijek
slozˇen i tezˇak nastavni sustav ([8]).
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1.9 Heuristicˇki razgovor
Zbog vec´ spomenutih slabih strana heuristicˇke nastave ne treba cˇuditi da se mnogi nasˇi
nastavnici matematike drzˇe prokusˇanih metoda tradicionalne nastave. Tako u nastavnom
procesu najcˇesˇc´e primjenjuju metodu razgovora. Ta metoda je dobra, ali je slabije djelo-
tvorna od heuristicˇke metode. Razlog lezˇi i u njezinoj neprimjerenoj primjeni jer pitanja
cˇesto ne budu dobro pripremljena. Evo uocˇenih slabosti metode razgovora:
• nema postupnog otkrivanja novog
• nastavnik kroz razgovor izlazˇe odredeni matematicˇki sadrzˇaj u potpuno gotovom
obliku
• nastavnik razgovor vodi samo s nekim ucˇenicima (obicˇno s najboljim)
• poticˇe se pasivnost mnogih ucˇenika ([8]).
Dakle, tijekom rjesˇavanja zadatka na nastavi, nije dobro da se odmah pozove jedan
ucˇenik pred plocˇu i krene s rjesˇavanjem zadatka, sˇto je najcˇesˇc´i slucˇaj. Tada obicˇno nas-
taje pasivna atmosfera: nastavnik i ucˇenik pred plocˇom trazˇe put rjesˇavanja, ucˇenik nesˇto
nejasno izgovara i mucˇi se, a ”prepisivacˇi“ u razredu cˇekaju dok dragocjeno vrijeme nepo-
vratno tecˇe. Ovakav pocˇetak rjesˇavanja zadatka metodicˇki je promasˇaj.
Stoga metodu razgovora treba osuvremeniti. To se postizˇe zadrzˇavanjem svih dobrih
strana metode razgovora i dodavanjem dobrih strana heuristicˇke metode. Tako se dobiva
jedna metoda koja po svojim karakteristikama stoji izmedu metode razgovora i heuristicˇke
metode. Ta se metoda naziva heuristicˇki razgovor, odnosno razgovor otkrivanja. Ta
metoda je zapravo rezultat stalnog poboljsˇanja metode razgovora. Ovom metodom se do-
lazi do novih matematicˇkih istina otkrivanjem razgovorom nastavnika i svih ucˇenika, ali
uz pojedinacˇno nastavnikovo misaono vodenje. Za dobro vodenje heuristicˇkog razgovora
osnovni je preduvjet vrsna nastavnikova priprema, posebno priprema pitanja za pojedine
dijelove matematicˇkih sadrzˇaja (pitanja koja se odnose na razumijevanje i rjesˇavanje za-
datka, pitanja koja se odnose na rjesˇavanje jednadzˇbi, pitanja u vezi s poucˇkom i njegovim
dokazom).
Dakle, svaki zadatak je lijep primjer za primjenu heuristicˇkog razgovora. Zapravo,
nastavnik matematike gotovo da i nema izbora jer se primjena heuristicˇkog razgovora
sama namec´e. Stoga nastavnik mora u pripremi nastavnog sata imati razraden cijeli pos-
tupak rjesˇavanja zadatka na taj nacˇin i, sˇto je najvazˇnije, tocˇno znati koji obrazovni ucˇinak
mozˇe postic´i rjesˇavanjem. S vremenom c´e razvoj misˇljenja ucˇenika dostic´i razinu koja
omoguc´uje izvodenje nastave matematike primjenom heuristicˇke metode, a mozˇda i pri-
mjenom problemske metode. Naravno, u svakom konkrentom slucˇaju nastavnik matema-
tike treba izvoditi nastavu na nacˇin koji je primjeren predznanju njegovih ucˇenika ([8]).
28 POGLAVLJE 1. PROBLEMSKA I HEURISTICˇKA NASTAVA
1.10 Heuristicˇko misˇljenje
Heuristicˇko misˇljenje nije isto sˇto i konacˇno, strogo zakljucˇivanje. Ono je privremeno
i plauzibilno (mozˇe se prihvatiti, vjerodostojno, prihvatljivo, usvojivo) i svrha mu je ot-
kriti rjesˇenje danog zadatka. Cˇesto smo prisiljeni rasudivati heuristicˇki. Potpunu sigurnost
postizˇemo tek onda kad dobijemo potpuno rjesˇenje, ali prije nego sˇto smo sigurni, moramo
se cˇesto zadovoljiti visˇe ili manje plauzibilnim slutnjama. Prije nego sˇto postignemo defi-
nitivno rjesˇenje, mozˇe nam zatrebati privremeno rjesˇenje. Heuristicˇko misˇljenje nam treba
kad izgradujemo strog dokaz kao sˇto su nam potrebne skele kad podizˇemo zgradu. Dakle,
takvo rasudivanje, koje se cˇesto temelji na indukciji ili na analogiji, je samo po sebi dobro.
Ono sˇto je losˇe jest brkati ga sa strogim dokazom. Josˇ je gore ako heuristicˇko rasudivanje
deklariramo kao strog dokaz.
Odredeni dijelovi nastave bi se mogli znatno poboljsˇati kad bi se bolje shvatila narav
heuristicˇkog misˇljenja, kad bi se njegove prednosti i njegove granice iskreno priznale i
kad bi udzˇbenici heuristicˇke dokaze otvoreno iznosili kao takve. Heuristicˇki izvod, iznijet
ukusno i iskreno, mozˇe koristiti. On mozˇe pripremiti egzaktan dokaz cˇije odredene klice
on obicˇno i sadrzˇi. Medutim, heuristicˇki izvod c´e vjerojatno samo sˇkoditi ako se iznosi
dvosmisleno i s ocˇitim kolebanjem izmedu ”stida“ i preuzetnosti ([15], str. 61-62).
Poglavlje 2
Obrazovni dokumenti o rjesˇavanju
matematicˇkih problema
2.1 PISA o matematicˇkim problemima
Primarni cilj matematicˇkog obrazovanje je osposobiti ucˇenika za rjesˇavanje (matematicˇkih)
problema. Taj cilj mozˇemo utvrditi u hrvatskim (npr. NOK), europskim, odnosno svjetskim
obrazovnim dokumentima (npr. PISA). Europski referentni okvir definira matematicˇku
kompetenciju kao sposobnost razvoja i primjene matematicˇkog misˇljenja kako bi se rijesˇio
niz problema u svakodnevnim situacijama. Uz dobro vladanje brojevima (tzv. numericˇka
pismenost), naglasak je na procesu i aktivnosti, kao i na znanju.
Matematicˇka kompetencija ukljucˇuje, na razlicˇitim stupnjevima, sposobnost i volju
za korisˇtenjem matematicˇkih nacˇina misˇljenja (logicˇko i prostorno misˇljenje) i prikazivanja
(formule, modeli, konstrukcije, grafovi, grafikoni) ([2]).
Prema definiciji OECD-a/PISA-e, matematicˇka pismenost je sposobnost pojedinca za:
• prepoznavanje matematicˇkih problema,
• razumijevanje i angazˇman u matematici,
• stvaranje dobro utemeljenih prosudbi o ulozi matematike.
Ta sposobnost je potrebna u sadasˇnjem i buduc´em privatnom, poslovnom i drusˇtvenom
zˇivotu s vrsˇnjacima i cˇlanovima obitelji, kao i u zˇivotu kao konstruktivnog, zainteresiranog
i promisˇljajuc´eg gradanina ([2]).
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Tri dimenzije matematicˇke pismenosti (prema PISA-i) su:
• matematicˇki procesi,
• matematicˇki sadrzˇaj,
• matematicˇke situacije i konteksti ([2]).
Matematicˇki procesi obuhvac´aju (prema PISA-i):
• matematicˇko misˇljenje i zakljucˇivanje,
• matematicˇko argumentiranje,
• matematicˇka komunikacija,
• modeliranje,
• postavljanje i rjesˇavanje problema,
• prikazivanje,
• korisˇtenje simbolicˇkog, formalnog i tehnicˇkog jezika i operacija,
• korisˇtenje pomagala i alata ([2]).
Postavljanje i rjesˇavanje problema (prema PISA-i) obuhvac´a:
• postavljanje, formuliranje i definiranje razlicˇitih tipova matematicˇkih problema (npr.
cˇisto matematicˇki ili primijenjeni problemi; problemi otvorenog ili zatvorenog tipa),
• rjesˇavanje razlicˇitih vrsta matematicˇkih problema na raznovrsne nacˇine ([2]).
Jedan od pet standarda matematicˇke kompetencije u Sjedinjenim Americˇkim Drzˇavama je
strategijska kompetencija. Ona obuhvac´a sposobnost postavljanja, prikazivanja i rjesˇavanja
matematicˇkih problema ([2], prema Adding it up: Helping Children Learn Mathematics,
2001.).
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2.2 NOK o rjesˇavanju problema i korisˇtenju tehnologije
NOK predstavlja osnovne sastavnice predsˇkolga, opc´ega obveznoga i srednjosˇkolskoga
odgoja i obrazovanja, ukljucˇujuc´i odgoj i obrazovanje za djecu s posebnim odgojno-obraz-
ovnim potrebama. NOK je temeljni dokument u kojemu su prikazane sastavnice kuriku-
lumskoga sustava: vrijednosti, ciljevi, nacˇela, sadrzˇaj i opc´i ciljevi odgojno-obrazovnih po-
drucˇja, vrjednovanje ucˇenicˇkih postignuc´a te vrjednovanje i samovrjednovanje ostvariva-
nja nacionalnoga kurikuluma. Sredisˇnji dio NOK-a cˇine ucˇenicˇka postignuc´a za odgojno-
obrazovna podrucˇja, razradena po odgojno-obrazovnim ciklusima te opisi i ciljevi medu-
predmetnih tema koje su usmjerene na razvijanje kljucˇnih ucˇenicˇkih kompetencija ([36],
str. 11).
NOK odreduje:
- svrhu ucˇenja i poucˇavanja matematike u osnovnoj i srednjoj sˇkoli,
- ulogu matematike u sustavu odgoja i obrazovanja,
- opc´e ciljeve matematicˇkog obrazovanja,
- ocˇekivana ucˇenicˇka postignuc´a na kraju svakog od cˇetiri odgojno-obrazovna ciklusa ([4]).
U dijelu koji slijedi izdvojit c´emo samo one dijelove NOK-a koji se odnose na rjesˇavanje
matematicˇkih problema i primjenu tehnologije u nastavi matematike.
Opc´i odgojno-obrazovni ciljevi podrucˇja matematicˇkog obrazovanja
Ucˇenici c´e:
- biti osposobljeni za rjesˇavanje matematicˇkih problema i primjenu matematike u razli-
cˇitim kontekstima, ukljucˇujuc´i i svijet rada
- ucˇinkovito primjenjivati tehnologiju ([36], str. 80).
Razradom tih opc´ih ciljeva dobivamo dvije istaknute dimenzije matematicˇkog obrazova-
nja:
- matematicˇki procesi
- matematicˇki koncepti
NOK razlikuje pet matematicˇkih procesa:
- prikazivanje i komunikacija
- povezivanje
- logicˇko misˇljenje, argumentiranje i zakljucˇivanje
- rjesˇavanje problema i matematicˇko modeliranje
- primjena tehnologije ([36], str. 81-91).
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2.3 Ocˇekivana ucˇenicˇka postignuc´a u NOK-u po
odgojno-obrazovnim ciklusima
Prvi ciklus (I., II., III. i IV. razred osnovne sˇkole)
I. Matematicˇki procesi
4. Rjesˇavanje problema i matematicˇko modeliranje
Ucˇenik/ca:
- postavlja i analizira jednostavniji problem, planira njegovo rjesˇavanje odabirom odgo-
varajuc´ih matematicˇkih pojmova i postupaka, rjasˇava ga te tumacˇi i vrednuje rjesˇenje i
postupak
- izgraduje novo matematicˇko znanje rjesˇavanjem problema.
II. Matematicˇki koncepti
4. Mjerenje
Ucˇenik/ca odreduje mjeriva obiljezˇja jednostavnoga objekta ili pojave u svakodnevnim
situacijama i primjenjuje mjerenje pri rjesˇavanju problema.
Drugi ciklus (V. i VI. razred osnovne sˇkole)
I. Matematicˇki procesi
Postignuc´a se ne razlikuju u odnosu na prethodni (prvi) ciklus.
II. Matematicˇki koncepti
2. Algebra i funkcije
Ucˇenik/ca rjesˇava jednostavni problemski zadatak zadan rijecˇima upotrebom algebarskih
simbola (brojevna recˇenica, formula, linearna jednadzˇba).
4. Mjerenje
Ucˇenik/ca odreduje mjeriva obiljezˇja objekta ili pojave u svakodnevnim situacijama i pri-
mjenjuje mjerenje pri rjesˇavanju problema.
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Trec´i ciklus (VII. i VIII. razred osnovne sˇkole)
I. Matematicˇki procesi
4. Rjesˇavanje problema i matematicˇko modeliranje
Prvo postignuc´e se ne razlikuje u odnosu na ono iz prethodnog ciklusa, a drugo postignuc´e
je nadopunjeno: Ucˇenik/ca izgraduje novo matematicˇko znanje rjesˇavanjem problema i
modeliranjem situacija.
5. Primjena tehnologije
Ucˇenik/ca:
- istrazˇuje i analizira matematicˇke ideje, eksperimentira s njima te provjerava pretpostavke
pomoc´u dzˇepnih racˇunala i raznovrsnih racˇunalnih programa, osobito programa dinamicˇne
geometrije i programa za izradu proracˇunskih tablica
- razlozˇno i ucˇinkovito rabi tehnologiju za prikupljanje, organiziranje, prikazivanje, pred-
stavljanje i razmjenu podataka i informacija, za rjesˇavanje problema i modeliranje te u situ-
acijama kojima su u sredisˇtu zanimanja matematicˇke ideje (radi rasterec´ivanja od racˇunanja
i graficˇkoga prikazivanja)
- razumije prednosti i nedostatke primjene tehnologije.
II. Matematicˇki koncepti
1. Brojevi
Ucˇenik/ca primjenjuje realne brojeve, njihove zapise i racˇunske operacije u rjesˇavanju jed-
nostavnih matematicˇkih problema i problema u svakodnevnomu zˇivotu.
2. Algebra i funkcije
Ucˇenik/ca prevodi jednostavan problem u algebarske simbole (brojevna recˇenica, line-
arna jednadzˇba, sustav dviju linearnih jednadzˇbi), planira njegovo rjesˇavanje, rjesˇava ga
i utvrduje smislenost dobivenoga rjesˇenja.
3. Mjerenje
Ucˇenik/ca odreduje mjeriva obiljezˇja objekta ili pojave u svakodnevnim situacijama, oda-
bire primjerene mjerne jedinice i mjerne uredaje te primjenjuje mjerenje pri rjesˇavanju
problema.
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Cˇetvrti ciklus - srednje strukovne sˇkole
NOK za ovaj ciklus propisuje zajednicˇku opc´eobrazovnu jezgru za sve strukovne programe,
i to najmanje 60% prvog razreda i 40% drugog razreda strukovnog obrazovanja u srednjim
strukovnim i umjetnicˇkim sˇkolama ([4]). ”Treba imati na umu da se u srednjim strukovnim
i umjetnicˇkim sˇkolama opc´eobrazovni sadrzˇaji mogu poucˇavati i u zavrsˇnim razredima,
ovisno o profilu i potrebama sˇkole, odnosno ucˇenika“ ([36], str. 19).
I. Matematicˇki procesi
Postignuc´a se ne razlikuju u odnosu na prethodni (trec´i) ciklus, osim sˇto se u procesu
Rjesˇavanje problema i matematicˇko modeliranje navodi josˇ jedno postignuc´e:
Ucˇenik/ca primjenjuje matematicˇke pojmove i postupke u svakodnevnomu osobnomu, pro-
fesionalnomu i drusˇtvenomu zˇivotu te u drugim odgojno-obrazovnim podrucˇjima.
II. Matematicˇki koncepti
1. Brojevi
Ucˇenik/ca primjenjuje brojeve, njihove zapise i racˇunske operacije u modeliranju jednos-
tavnih matematicˇkih problema i problema u svakodnevnomu zˇivotu.
U postignuc´ima koncepta Algebra i funkcije se ne spominje rjesˇavanje problema (za raz-
liku od prethodog ciklusa), a postignuc´a koncepta 4. Mjerenje se ne razlikuju u odnosu na
ona iz prethodnog ciklusa.
Cˇetvrti ciklus - gimnazije
Ovaj ciklus u gimnazijama obuhvac´a sva cˇetiri razreda ([36], str. 19) i propisuje zajednicˇku
jezgru za sve gimnazije ([4]).
I. Matematicˇki procesi
4. Rjesˇavanje problema i matematicˇko modeliranje Postignuc´a ovog procesa se ne raz-
likuju u odnosu na prethodni (trec´i) ciklus, osim sˇto se govori o problemu, a ne samo o
jednostavnijem problemu kao u prethodnom ciklusu. Nadalje, spominje se josˇ jedno do-
datno postignuc´e:
Ucˇenik/ca modelira situacije i procese iz drugih odgojno-obrazovnih podrucˇja te svakod-
nevnoga osobnoga, profesionalnoga i drusˇtvenoga zˇivota.
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5. Primjena tehnologije
Postignuc´a ovog procesa se ne razlikuju u odnosu na prethodni (trec´i) ciklus, osim sˇto se u
drugonavedenom ishodu spominje i to da se razlozˇno i ucˇinkovito rabi dzˇepno racˇunalo za
racˇunanje.
II. Matematicˇki koncepti
1. Brojevi
Ucˇenik/ca primjenjuje brojeve, njihove zapise i racˇunske operacije u modeliranju mate-
maticˇkih problema i problema u ostalim odgojno-obrazovnim podrucˇjima i svakodnev-
nomu zˇivotu.
2. Algebra i funkcije
Ucˇenik/ca primjenjuje funkcije i njihove grafove te jednadzˇbe i nejednadzˇbe u rjesˇavanju
matematicˇkih problema i problema u ostalim odgojno-obrazovnim podrucˇjima i svakod-
nevnomu zˇivotu.
3. Mjerenje
Ucˇenik/ca odreduje mjeriva obiljezˇja objekta ili pojave u svakodnevnoj situaciji te pri-
mjenjuje mjerenje pri rjesˇavanju matematicˇkih problema i problema u ostalim odgojno-
obrazovnim podrucˇjima i svakodnevnomu zˇivotu.
5. Infinitezimalni racˇun
Ucˇenik/ca primjenjuje derivaciju i odredeni integral pri rjesˇavanju jednostavnih problema.

Poglavlje 3
Po´lyini koraci
3.1 George Po´lya - lik i djelo
George Po´lya (slika 3.1) roden je u Budimpesˇti 13. prosinca 1887. U mladosti nije poka-
zivao osobito zanimanje za matematiku. Godine 1905. upisao je pravni fakultet. Buduc´i
da je taj studij smatrao dosadnim, nakon jednog semestra prebacio se na studij jezika i
knjizˇevnosti te je stekao zvanje profesora latinskog i madarskog jezika. Nakon toga pocˇeo
se baviti filozofijom pri cˇemu se susreo s matematikom. Godine 1912. doktorirao je ma-
tematiku na Budimpesˇtanskom sveucˇilisˇtu. Radio je na sveucˇilisˇtima u Njemacˇkoj, Engle-
skoj, Sˇvicarskoj i Francuskoj. Godine 1940. napusˇta Europu te potom odlazi u Ameriku.
Bio je izuzetan matematicˇar. Svojim znanstvenim radovima fundamentalno je dopri-
nio kombinatorici, teoriji brojeva, teoriji vjerojatnosti, kompleksnoj analizi i parcijalnim
diferencijalnim jednadzˇbama. Bio je izuzetan ucˇitelj, ucˇitelj ucˇitelja te vrstan predavacˇ.
Osobito se zalagao za heuristicˇki pristup ucˇenju. Tvrdio je da postoji umijec´e otkric´a i
da ga je moguc´e naucˇiti. Njegova knjiga Kako rijesˇiti matematicˇki zadatak (1945.) pro-
dana je u gotovo milijun primjeraka i prevedena na 17 jezika i gotovo da nema knjige o
heuristicˇkoj metodi koja se na nju ne poziva. Drugi njegov rad znacˇajan za matematicˇku
edukaciju je knjiga Matematika i uvjerljivo zakljucˇivanje, odnosno Matematicˇki vjerodos-
tojno zakljucˇivanje (1954.), prevedena na sˇest jezika, u kojoj se bavi nacˇinom kako naucˇiti
rjesˇavati probleme i dokazivati teoreme.
Osobito je vazˇna knjiga Matematicˇko otkric´e (1962.), prevedena na devet jezika, u
kojoj izlazˇe razmisˇljanje o matematicˇkom otkric´u. (Svi navedeni podatci o prijevodima
knjiga i broju prodanih knjiga su iz 2003. godine ([16]).) Matematicˇko otkric´e je prirucˇnik
koji svakodnevno mogu rabiti i roditelji, kao i stariji srednjosˇkolci. Cˇitatelju c´e se cˇiniti
vrlo suvremenim iako je pisan prije visˇe od 50 godina. U njemu Po´lya detaljno argumen-
tira ideje i poglede na sve dijelove nastave matematike ([16], str. iii). Pritom objedinjava
teorijski cilj - proucˇavanje heuristike, s konkretnim, prakticˇnim i neodgodivim ciljem - po-
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Slika 3.1: George Po´lya na drugoj Medunarodnoj konferenciji o matematicˇkom obrazova-
nju u engleskom gradu Exeteru 1972. godine ([40])
boljsˇanjem izobrazbe nastavnika i njihovim daljnjim usavrsˇavanjem ([16], str. 3). Po´lya
svoje neslaganje s odredenim aspektima postojec´e prakse iskazuje ironizirajuc´i je. Pritom
ne namec´e prihvac´anje svojih rjesˇenja, nego odluku prepusˇta cˇitatelju cˇiju je aktivnost nas-
tojao svesrdno potaknuti ([16], str. iii). Vec´i dio tog njegovog djela predstavljaju realan,
prakticˇan aspekt heuristike. Po´lya je svim njemu dostupnim sredstvima pokusˇao zainteresi-
rati cˇitatelja za rjesˇavanje zadataka i potaknuti ga da se zamisli nad metodama i sredstvima
koja on pri tome primjenjuje. Vec´inu teksta je posvetio svestranom istrazˇivanju procesa
rjesˇavanja samo nekoliko problema ([16], str. 2). Mnogi prijedlozi iz te knjige su stan-
dardizirani (i na neki nacˇin ”ozakonjeni“ za svakodnevnu uporabu u sˇkolskom sustavu) u
Standardima za nastavu matematike. To je skup standarda za matematicˇke nastavne pla-
nove u sjevernoamericˇkim sˇkolama od vrtic´a do cˇetvrtog razreda srednje sˇkole koji je 1988.
godine donijela americˇka Komisija za standarde sˇkolske matematike Upravnog odbora Na-
cionalnog vijec´a ucˇitelja matematike ([16], str. iii). (Kod nas prijevod tih standarda 2000.
godine objavilo Hrvatsko matematicˇko drusˇtvo.)
Po´lya je redovno posjec´ivao srednje sˇkole na zapadu SAD-a. Drzˇao je predavanja i
tako prikupljao na stotine mladih zainteresiranih za matematiku koji su posjec´ivali njegove
seminare na sveucˇilisˇtu u Stanfordu (Kalifornija, SAD). Mnoge je potakao na matematicˇki
karijeru. Umro je 7. rujna 1985. u Paolo Altu ([16]).
Vazˇno je rec´i da je George Po´lya bio veliki matematicˇar 20. stoljec´a i jedan od
najboljih metodicˇara i pedagoga. Njegova promisˇljanja i predlozˇena rjesˇenja u poucˇavanju
matematike ostvaruju se i ne gube na snazi vec´ pedesetak godina. Nastavnici bi njegove
ideje trebali ugraditi u svoje poucˇavanje, na svoju korist i na korist svojih ucˇenika. Moglo
bi se rec´i da danas dobivaju novi poticaj uvodenjem racˇunala u nastavu matematike ([16],
str. iii).
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3.2 Po´lyini koraci - temeljne etape pri rjesˇavanju svakog
problema
Po svojoj naravi cˇovjek tezˇi k najvec´em: htio bi ovladati univerzalnom metodom koja
omoguc´uje da se uspjesˇno rijesˇi svaki zadatak. Stoga je pitanje pronalazˇenja sˇto opc´enitijih
metoda rjesˇavanja problema vrlo staro. U vec´ini ljudi ta zˇelja ostaje skrivena, ali se katkad
pojavljuje u pricˇama i djelima nekih filozofa. Tako je Rene´ Descartes tragao u svojim is-
trazˇivanjima za univerzalnom metodom rjesˇavanja problema, zasnovanoj na ideji da se bilo
koji problem mozˇe svesti na rjesˇavanje jednadzˇbi. Descartesova zamisao se vrlo plodno
ostvaruje za mnosˇtvo raznorodnih problema u raznim podrucˇjima matematike, pa tako i u
sˇkolskoj matematici, osobito pri rjesˇavanju tekstualnih i konstruktivnih zadataka ([12], str.
II). Leibniz je najjasnije definirao ideju univerzalne metode koja je pogodna za rjesˇavanje
svih zadataka. Medutim, potraga za opc´om metodom nije bila nisˇta uspjesˇnija od potrage
za kamenom koji sve metale pretvara u zlato. To su visˇe ili manje ostali tek nedostizˇni ide-
ali kojima je sudeno da ostanu masˇta jer je jasno da univerzalna metoda ne mozˇe postojati.
No ni ti ideali nisu potpuno beskorisni jer su mnogi u potrazi za ciljem pronasˇli zanimljive
putove. Naime, i nekoliko malih koraka u smjeru nedostizˇnog ideala mozˇe razviti umijec´e
rjesˇavanja zadataka ([16], str. 1-2).
Umjesto uzaludnog traganja za univerzalnom metodom, za sˇiroke klase problema
uvode se i razvijaju posebne metode rjesˇavanja. Medutim, za mnoge probleme ni to nije
moguc´e ucˇiniti. Zato u metodici nastave matematike izrasta i neprestano se razvija posebna
metodika - metodika rjesˇavanja zadataka. Njezino je sredisˇnje pitanje: kako naucˇiti
ucˇenike rjesˇavati zadatke? A jedan je od njezinih glavnih ciljeva: naucˇiti ucˇenike pre-
poznavati zadatke iz iste klase. Ona pomazˇe da se proces rjesˇavanaj bilo kojeg zadatka
svede na sˇto je moguc´e manji broj nepoznanica i na taj nacˇin podigne razina uspjesˇnosti
rjesˇavanja ([12], str. II).
Dakle, nemoguc´e je nac´i cˇarobni kljucˇ (ili rijecˇ) koji otvara sva vrata, tj. univerzalnu
metodu kojom se mogu rijesˇiti svi zadatci, ali je moguc´e proucˇiti mnogo dobrih primjera
za oponasˇanje rjesˇavanja slicˇnih zadataka. Naime, rjesˇavanje zadataka je prakticˇna vjesˇtina
slicˇna plivanju, skijanju ili sviranju na glasoviru; mozˇe se naucˇiti samo oponasˇajuc´i dobre
uzorke i neprekidno vjezˇbajuc´i ([16], str. 1).
George Po´lya je 1945. godine napisao knjigu How to solve it (Kako c´u rijesˇiti
matematicˇki zadatak) koje je postala osnovna literatura o strategijama rjesˇavanja mate-
maticˇkih problema. U toj knjizi je sustavno prikazao i objasnio cˇetiri osnovne etape
pri rjesˇavanju svakog (pa tako i matematicˇkog) problema. Stoga Po´lyu mozˇemo nazvati
”ocem“ rjesˇavanja matematicˇkih problema ([2]). Tu razradu opc´eg pristupa rjesˇavanju
zadataka popratio je nizom korisnih uputa, usmjeravajuc´ih pitanja i logicˇkih rasudivanja
([12], str. II). Po´lya navodi pitanja koja su kljucˇna za pojedinu etapu rjesˇavanja zadatka.
Ta pitanja se zasnivaju se na misaonim operacijama. Ako se nastavnik s tim pitanjima i
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preporukama obrati svom ucˇeniku i primijeni ih pravilno (u pravom trenutku i na pravi
nacˇin), time ucˇeniku mozˇe pomoc´i pri rjesˇavanju zadatka. Takoder, ucˇenici si i sami mogu
postavljati preporucˇena pitanja i tako kontrolirati postupak rjesˇavanja. Vazˇno je da ucˇenici
na primjerima uistinu uocˇe prakticˇnu korist tih pitanja i preporuka ([15], str. XIII-XIV).
Prema [2] i [15], danas je uobicˇajeno da se proces rjesˇavanja zadataka dijeli u cˇetiri te-
meljne etape:
1. Razumijevanje problema
2. Stvaranje plana njegova rjesˇavanja
3. Izvrsˇavanje osmisˇljenog plana – dobivanje rjesˇenja problema
4. Osvrt na rjesˇenje i metodu rjesˇavanja
Te etape se ispreplic´u i medusobno ovise tako da su tijekom rjesˇavanja u stalnom medu-
djelovanju. Stoga je cˇesto pozˇeljno da se ucˇenik po potrebi i vrac´a na neku od prethodnih
etapa (osim da prelazi na sljedec´u etapu).
Razumijevanje problemskog zadatka
Vazˇne upute i pitanja koja si trebamo postaviti pri cˇitanju teksta problemskog zadatka:
• Mozˇesˇ li zadatak izrec´i svojim rijecˇima?
• Sˇto u zadatku pokusˇavasˇ pronac´i ili napraviti?
• Koje informacije su zadane? Kako glasi uvjet? Sˇto je nepoznato?
• Koje informacije u zadatku nedostaju? Postoje li i koje su informacije u zadatku
suvisˇne? ([2])
• Je li moguc´e zadovoljiti uvjet? Je li uvjet dovoljan za odredivanje nepoznatog? Sˇto
ako nije dovoljan; je li preodreden ili kontradiktoran?
• Nacrtaj sliku. Uvedi pogodne oznake.
• Rastavi uvjet na razne dijelove. Mozˇesˇ li ih napisati? ([15])
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Osmisˇljavanje plana rjesˇavanja
Ova etapa podrazumijeva odabir ucˇinkovite strategije rjesˇavanja problema, odnosno otkri-
vanje posebnih metoda rjesˇavanja (ako takve metode postoje) ([12], str. II). O tome c´e biti
visˇe rijecˇi u sljedec´em poglavlju. Jasna je stvar da se mnogi zadatci ne mogu rijesˇiti samo
jednom metodom, vec´ se njihovo rjesˇavanje provodi kombiniranjem visˇe metoda.
Vazˇne upute i pitanja koja si trebamo postaviti:
• Potrazˇi vezu izmedu zadanog i nepoznatog. Ako se ne mozˇe nac´i neposredna veza,
mozˇda c´esˇ morati razmatrati pomoc´ne zadatke. U konacˇnici trebasˇ dobiti plan rjesˇa-
vanja.
• Jesi li zadatke vec´ prije vidio? Jesi li isti zadatak vidio u nesˇto drugacˇijem obliku?
• Znasˇ li neki srodan zadatak? Znasˇ li koji teorem bi ti mogao pomoc´i pri rjesˇavanju?
• Promotri nepoznato i nastoj se sjetiti nekog tebi poznatog zadatka koji sadrzˇi istu ili
slicˇnu trazˇenu nepoznanicu.
• Prisjeti se srodnog zadatka koji je vec´ rijesˇen. Mozˇesˇ li ga iskoristiti? Mozˇesˇ li pri-
mijeniti njegovo rjesˇenje? Mozˇesˇ li primijeniti metodu kojom je taj zadatak rijesˇen?
Pokusˇaj uvesti pomoc´ni element kako bi mogao upotrijebiti taj zadatak pri rjesˇavanju
pocˇetnog zadatka ([15]). Rene´ Descartes u svojem djelu Rasprava o metodi o tome
pisˇe: ”Svaki zadatak koji sam rijesˇio postao je za mene uzorak koji je kasnije
sluzˇio za rjesˇavanje drugih zadataka.“ i ”Ako sam ja i otkrio neke nove istine u
znanosti, mogu tvrditi da su one ili izravna posljedica pet ili sˇest glavnih zada-
taka koje sam uspio rijesˇiti ili barem ovise o njima. Ja na njih gledam kao na
isto toliko sukoba u kojima je ratna srec´a bila na mojoj strani“ ([16], str. 11).
• Mozˇesˇ li zadatak drugacˇije izraziti?
• Ne mozˇesˇ li rijesˇiti postavljen zadatak, pokusˇaj najprije rijesˇiti neki srodan zadatak.
Mozˇesˇ li smisliti srodan zadatak koji je pristupacˇniji/opc´enitiji/specijalniji/analogan?
Mozˇesˇ li rijesˇiti dio zadatka? ([15]) George Po´lya o tome pisˇe sljedec´e: ”Ako
ne mozˇesˇ rijesˇiti dani problem, onda postoji laksˇi problem koji mozˇesˇ rijesˇiti.
Pronadi ga!“ ([30]). Rene´ Descartes u pravilu VI. svog djela Pravila rukovodenja
umom pisˇe: ”Kad se pojavi problem, moramo biti u moguc´nosti vidjeti je li
ucˇinkovito prije istrazˇiti neki drugi problem, koji problem ili koje probleme“
([16], str. 207).
• Zadrzˇi samo jedan dio uvjeta, a ostale uvjete odbaci. Dokle je tada nepoznanica
odredena te kako se ona mozˇe mijenjati?
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• Mozˇesˇ li iz zadanih podataka izvesti nesˇto korisno?
• Mozˇesˇ li zamisliti neke druge zadane podatke koji bi bili pogodni za odredivanje
nepoznatog?
• Mozˇesˇ li promijeniti nepoznanicu ili zadane podatke (ili oboje ako treba) tako da
nova nepoznanica i novi zadani podaci budu medusobno blizˇi?
• Jesi li iskoristio sve zadano? Jesi li iskoristio uvjete u cjelini? Jesi li uzeo u obzir sve
bitne pojmove koji se nalaze u zadanom zadatku? ([15])
Provodenje osmisˇljenog plana – dobivanje rjesˇenja problema
Rjesˇavanje zadatka je prijelaz od uvjeta do rezultata, tj. nacˇin postizanja cilja zadatka. Pro-
vodi se nakon iscrpne analize u kojoj je otkriven put rjesˇavanja ([12], str. 2).
Ova etapa podrazumijeva:
- izvodenje strategije odabrane u drugom koraku te izvodenje svih nuzˇnih koraka i izracˇuna
- provjeru izvrsˇenosti i valjanosti svakog ucˇinjenog koraka predvidenog planom
- precizno i sustavno biljezˇenje rada
- ustrajnost u radu, cˇak i ako primijenjena strategija ne daje rezultate - tada je treba zami-
jeniti nekom drugom strategijom, a ne odustati od rjesˇavanja problema ([2]).
Vazˇna pitanja koja si trebamo postaviti:
• Provodisˇ li svoj plan rjesˇavanja? Kontroliraj svaki korak.
• Mozˇesˇ li jasno vidjeti da je korak ispravan? Mozˇesˇ li dokazati da je ispravan? ([15])
Osvrt na gotovo rjesˇenje i metodu rjesˇavanja
Pozornost koja se poklanja nekom zadatku obicˇno zavrsˇava nalazˇenjem njegova rjesˇenja.
Kada je rjesˇenje nadeno, cˇesto se prelazi na sljedec´i zadatak pa prethodni zadatak kao da
visˇe ne postoji. Cˇak se mozˇda nije ni provjerilo je li dobiveno rjesˇenje ispravno. Tako se
cˇini da je brzo nalazˇenje rjesˇenja najvazˇnije u cˇitavom procesu rjesˇavanja zadatka i jedina
njegova svrha, a dakako da nije tako. Pregledavajuc´i tok svog rada i konacˇni oblik rjesˇenja,
ucˇenik c´e zapaziti vrlo mnogo raznih stvari ([12], str. 2). Pritom je sasvim jasno da je
najbolje osvruti se na rijesˇeni problem te razmisˇljati o metodama rjesˇavanja odmah nakon
samog rjesˇavanja. Tada je rjesˇenje dobro ”probavljeno“, dojmovi su josˇ svjezˇi pa c´e ucˇenik
iz retrospektivnog pogleda na svoj napor bolje razabrati karakter svladanih potesˇkoc´a, laksˇe
prepoznati i imenovati korisˇtenu metodu ([16], str. 7).
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Ova sastavnica zadatka je od posebne vazˇnosti jer pruzˇa moguc´nost ispitivanja novih
ideja i daljnjih usmjeravanja misˇljenja ucˇenika na vazˇne znanstvene postupke kao sˇto su
analiza, sinteza, analogija, specijalizacija, generalizacija i dr. Trazˇenjem odgovora na no-
vonastala pitanja razvijaju se i njeguju odredene matematicˇke sposobnosti ucˇenika i njihova
kreativnost podizˇe na visˇu razinu. Dakle, ako ucˇenik, sˇto je moguc´e potpunije, razmisˇlja o
zadatcima koje je rijesˇio, stec´i c´e sredeno i upotrebljivo znanje ([12], str. 2).
Vazˇno je i da je ucˇenik svjestan toga da iz svojih napora mozˇe izvuc´i korist tako da
iz rijesˇenog zadatka uocˇi to sˇto u buduc´nosti mozˇe posluzˇiti pri rjesˇavanju drugih zadataka.
Nacˇin rjesˇavanja do kojeg dode osobnim naporom, koji procˇita u knjizi ili pak koji cˇuje
od nekog drugog, mozˇe se pretvoriti u pogodnu metodu i uzorak koji se s uspjehom mozˇe
oponasˇati pri rjesˇavanju drugih zadataka. Naravno da je pritom oponasˇanje rjesˇenja lako
ako je zadatak slicˇan ucˇenicima poznatom zadatku. Medutim, ako slicˇnost nije velika, onda
takvo oponasˇanje postaje tesˇkim ili jedva ostvarivim ([16], str. 1).
Ova etapa podrazumijeva:
- provjeru dobivenog rezultata uvrsˇtavanjem u postavljeni problem, sˇto u nekim slucˇajevima
ukljucˇuje i dokaz da dobiveno upravo ono sˇto je trazˇeno
- interpretaciju dobivenog rjesˇenja u terminima postavljenog problema te odgovor na pita-
nje ima li dobiveno rjesˇenje smisla i je li postavljeni problem u cijelosti rijesˇen
- utvrdivanje postoji li josˇ neka metoda kojom se mozˇe rijesˇiti postavljeni problem te koja
je od metoda najjednostavnija, odnosno najefikasija
- ukoliko je moguc´e, utvrdivanje drugih srodnih ili opc´enitijih problema koji se mogu
rijesˇiti primijenjenom metodom te sagledavanje ogranicˇenja primijenjene metode ([2]).
Odredeno usmjeravanje ucˇenicˇkog misˇljenja mozˇe se postic´i napomenama i postavljanjem
vazˇnih pitanja:
• Provjeri dobiveno rjesˇenje.
• Mozˇesˇ li kontrolirati rezultat? Mozˇesˇ li kontrolirati dokaz?
• Mozˇesˇ li zadatak rijesˇiti na neki drugi nacˇin?
• Mozˇesˇ li rezultat uocˇiti na prvi pogled?
• Koliko prethodnog znanja trebam za rjesˇavanje ovog zadatka?
• Mozˇesˇ li rezultat ili metodu rjesˇavanja upotrijebiti za neki drugi zadatak? Postoji li
neki trik koji mozˇemo uporabiti sljedec´i puta u slicˇnoj situaciji? ([15])
• Jesmo li opisani postupak rjesˇavanja vec´ koristili kod nekog drugog zadatka?
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• Mozˇe li se nacˇin rjesˇavanja zadatka pojednostavniti? Sˇto se moglo bolje ucˇiniti?
([12], str. 2) (Thomas Alva Edison (1847. - 1937.) je jednom prilikom rekao:
”Postoji nacˇin da se to napravi bolje. Pronadi ga!“ ([41])).
• Mozˇe li se zadatak pojednostavniti i/ili poopc´iti?
• Mozˇe li se sastaviti neki slicˇan zadatak?
• Kako glasi obrnuta tvrdnja i vrijedi li ona? ([12], str. 2)
• Je li rijesˇeni zadatak bio tezˇak ili lagan?
• Koja je bila glavna, tj. kljucˇna ideja za rjesˇavanje zadatka? Koji je trenutak u procesu
rjesˇavanja bio vrlo vazˇan?
• Sˇto je najvisˇe pomagalo, a sˇto najvisˇe kocˇilo tijekom rjesˇavanja, tj. u cˇemu je bila
glavna potesˇkoc´a? ([15], str. 41)
Poglavlje 4
Strategije rjesˇavanja problemskih
zadataka
4.1 Strategije i metode
”Metoda - to je postupak koji rabite dva puta.“
izreka jednog pedagoga o metodi kao misaonoj doskocˇici cˇiju opc´u shemu djelovanja
uocˇavamo nakon sˇto je uporabimo dva puta ([16], str. 78)
”Metoda se sastoji u razmisˇljanju i uredivanju stvari na koje treba biti usmjerena nasˇa
pozornost u cilju otkric´a neke istine.“
Rene´ Descartes (1596. - 1650.), Pravila rukovodenja umom, pravilo V. ([16], str. 249)
”Iako je u obicˇnim slucˇajevima tesˇko dati opc´a pravila (upute) jer svatko u njima mora
slijediti upute svoga razuma, ipak c´u pokusˇati pokazati put pocˇetnicima.“
Isaac Newton (1643. - 1728.), Sveopc´a aritmetika, str. 198. ([16], str. 263)
Pojam strategija (grcˇki στρατηγı´α, tj. strate¯gı´a ' strate¯go´s: ’vojni zapovjednik’ '
strato´s: ’vojska’ + a´gein: ’voditi’) se koristi u razlicˇitim kontekstima (vojska, drusˇtvo,
ekonomija, politika, geografija, sociologija, psihologija, sport, racˇunalne igre itd.) ([32])
te u skladu s tim ima i razlicˇita znacˇenja. U svakodnevnim razgovorima se cˇesto koristi
u prenesenom znacˇenju te obicˇno oznacˇava nacˇin (plan) ili spretnost (takticˇku vjesˇtinu)
postizanja zˇeljenog cilja ([32], [33]), tj. umijec´e korisˇtenja i unapredivanja sposobnosti
djelovanja radi postizanja optimalno moguc´ih predvidivih ciljeva ([39]).
Pojam metoda (lat. methodus ← grcˇ. µεϑoδoς, tj. me´thodos: ’trazˇenje’, ’is-
trazˇivanje’ ' meta- + hodo´s: ’put’, ’staza’) oznacˇava nacˇin, put, postupak koji pomazˇe os-
tvarenju zˇeljenog rezultata u nekom prakticˇnom poslu, znanstvenom istrazˇivanju, drusˇtvenoj
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akciji, sportskoj igri itd. ([32]), odnosno unaprijed smisˇljen, planski postupak za postizanje
odredenoga cilja na nekom prakticˇnom ili teoretskom podrucˇju; ustaljen nacˇin obavljanja
neke djelatnosti ([33]).
Iz nevedenog je uocˇljivo da su pojmovi strategija i metoda bliske po svome znacˇenju
pa c´emo ih i koristiti kao istoznacˇnice.
Opc´e metode rjesˇavanja problemskih zadataka
Promatrajuc´i spomenute Po´lyine korake, mozˇemo uocˇiti neke ”opc´e“ metode rjesˇavanja
problemskih zadataka koje prirodno proizlaze iz tih koraka. Te metode su zapravo primje-
njive na svakom zadatku (koliko god to mozˇda nekad bilo besmisleno), tocˇnije gotovo pa
uvijek su primjenjive. Ispisat c´emo neke od tih metoda:
• metoda pokusˇaja i promasˇaja (pogresˇaka)
• crtanje dijagrama (metoda graficˇkog prikaza), tj. graficˇko-aritmeticˇka metoda
• metoda vrac´anja (rjesˇavanja) unatrag
• promjena fokusa
• prisjec´anje i analiziranje srodnih ili slicˇnih problema te utvrdivanje mozˇe li se metoda
njihovog rjesˇavanja primijeniti i u ovom slucˇaju
• istrazˇivanje i rjesˇavanje jednostavnijeg srodnog problema (npr. s manje varijabli) ili
specijalnog slucˇaja postavljenog problema
• razlaganje problema na potprobleme ([2]).
Posebne metode rjesˇavanja problemskih zadataka
Nadalje, mozˇemo istaknuti i neke ”konkretnije“ metode rjesˇavanja koje su cˇesto karakte-
risticˇne, tj. vezane za pojedini tip zadatka. Stoga je podrucˇje djelovanja tih metoda visˇe ili
manje usko pa se te metode vrlo cˇesto ne mogu primjenjivati na svakom zadatku.
Nazivi tih specificˇnih metoda proizlaze iz nacˇina njihova ”djelovanja“ tijekom rje-
sˇavanja zadatka. Mogli bismo rec´i da svaka od tih metoda ima svoj uzorak djelovanja pa
primjena tih metoda cˇesto daje osjec´aj ”sigurnog tla pod nogama“ i ”nalazˇenja na poznatom
terenu“, a provodenje metode gotovo pa sigurno dovodi do trazˇenog rjesˇenja (ako se pokazˇe
da je provedena metoda prikladna za zadatak). Primjena tih posebnih metoda nekada slijedi
tek nakon primjene neke od ”opc´ih“ metoda.
Nabrojat c´emo neke posebne metode, odnosno posebne strategije rjesˇavanja pro-
blemskih zadataka:
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• sastavljanje tablica ili ispisivanje sustavnih listi
• metoda uzastopnog/uzastopnih priblizˇavanja
• uocˇavanje zakonitosti ili pravilnosti
• postavljanje i rjesˇavanje jednadzˇbe ili sustava jednadzˇbi, tj. Descartesova metoda ili
algebarska metoda (npr. metode rjesˇavanja diofantskih jednadzˇbi, algebarska metoda
rjesˇavanja konstruktivnih problema, metoda koordinata) ([2])
• metoda supstitucije
• metoda neodredenih koeficijenata
• Gaussova metoda eliminacije
• metoda teleskopiranja
• metoda razlikovanja slucˇajeva
• metoda rjesˇavanja logicˇkih problema
• Dirichletovo nacˇelo
• metoda rekurzije
• konstruktivne metode (npr. metoda presjeka, metoda pomoc´nih likova, metoda osne
simetrije, metoda rotacije, metoda centralne simetrije, metoda translacije, metoda
slicˇnosti)
• metoda (dvaju) geometrijskih mjesta
• Lagrangeova metoda superpozicije specijalnih slucˇajeva
• metoda lazˇne postavke
Visˇe o tim metodama se mozˇe procˇitati u [12].
Metode dokazivanja
Izdvojit c´emo neke metode kojima se rjesˇavaju zadatci u kojima je potrebno dokazati neku
tvrdnju.
• Ako se pojavljuju cjelobrojni parametri, mozˇe se pokusˇati dokazati principom ma-
tematicˇke indukcije ([24], str. 178).
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• Dokazivanje pomoc´u svodenja na kontradikciju (proturjecˇje) ili pomoc´u kontra-
pozicije.
Obje od ovih metoda su osobito korisne kada se ustanovi da je tesˇko provesti direktni
dokaz. Primjenom tih metoda se obavlja manji posao ([24], str. 178).
Metoda uzastopnih priblizˇavanja je primjerena znanju matematike ucˇenika 4. i 5. razreda
([12], str. III). Metoda razlikovanja slucˇajeva se mozˇe primjenjivati vrlo rano (napredni
ucˇenici vec´ u petom razredu osnovne sˇkole) ([10]). Ostale metode koje su nabrojane tre-
baju poznavati ucˇenici visˇih razreda osnovne sˇkole i 1. razreda srednjih sˇkola. Slozˇenost
spomenutih metoda raste tako da metodu matematicˇke indukcije mogu dobro razumjeti i
primijeniti samo ucˇenici zavrsˇnog razreda srednjih sˇkola ([12], str. III).
Napomenimo da podjela na opc´e i posebne metode ne mora nuzˇno biti onakva kako
je prikazano. Naime, tesˇko je napraviti strogu podjelu jer bi neke od navedenih strategija
mogle pripadati objema skupinama. Stoga navedena podjela nije konacˇna i dakako da je
otvorena za rasprave i potencijalne izmjene.
4.2 Ucˇinkovitost poznavanja metoda rjesˇavanja
problemskih zadataka
Buduc´i da je rjesˇavanje zadataka najcˇesˇc´a ucˇenikova djelatnost, vazˇno je da ucˇenik poznaje
metode kojima ih mozˇe rijesˇiti. U svakom podrucˇju matematike postoji niz razradenih
i djelotvornih metoda rjesˇavanja raznovrsnih problema. To znacˇi da se velike skupine
srodnih problema mogu obuhvatiti preciznim i sistematicˇkim planom rjesˇavanja. Cˇesto se
vec´ iz same formulacije problema mozˇe naslutiti koju metodu treba odabrati.
Ova cˇinjenica, osim strucˇnog, ima i vazˇno psiholosˇko znacˇenje jer unaprijed znane
metode svakom ucˇeniku daju vec´u sigurnost pri rjesˇavanju problema. Naime, ako
ucˇenik rjesˇava neki problem i brzo uocˇi da se on mozˇe rijesˇiti metodom koju on unaprijed
poznaje, onda se smanjuje njegova pocˇetna psihicˇka napetost, njegovo misˇljenje manje je
opterec´eno i mozˇe se odmah usmjeriti na postupak rjesˇavanja ([12], str. I). U praksi je
pokazano kako primjena razlicˇitih prikladnih metoda rjesˇavanja cˇesto omoguc´uje znatno
jednostavnije, spretnije, uspjesˇnije i brzˇe rjesˇavanje pa se time dodatno sˇtedi i vrijeme.
Time nastavnici nastavu matematike ujedno cˇine sadrzˇajnijom i dinamicˇnijom ([12], str.
III). To posebno dolazi do izrazˇaja na matematicˇkim natjecanjima pa je stoga preporucˇljivo
napredne ucˇenike, one koji pokazuju vec´e zanimanje za matematiku i one koji se ukljucˇe
u sustav natjecanja upoznati sa sˇto visˇe posebnih metoda rjesˇavanja problemskih zadataka.
Dakle, poznavanje svake metode je korisno jer prosˇiruje znanje i omoguc´uje bolje rezultate
pri rjesˇavanju zadataka (bilo na nastavi, bilo na matematicˇkim natjecanjima).
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Naravno, nije moguc´e sve probleme rjesˇavati odredenim brojem poznatih metoda jer
se neprestano pojavljuju novi problemi koji zahtijevaju nove nacˇine rjesˇavanja. Medutim,
poznavanje zadovoljavajuc´eg broja djelotvornih metoda omoguc´uje laksˇe svladavanje no-
vih problema i pozitivno utjecˇe na matematicˇke sposobnosti ucˇenika i trajnost njihovih
znanja. Zato je vrlo vazˇno njegovati i razvijati metode koje ucˇenici poznaju te ih postupo
upoznavati s novim metodama rjesˇavanjem zadataka. Osobito je bitno da ucˇenici na teme-
lju rijesˇenih primjera uocˇe znacˇajke i djelotvornost pojedinih metoda jer je to preduvjet za
prepoznavanje potrebe njihove primjene.
Dugogodisˇnje prac´enje matematicˇkih natjecanja pokazuje da bi se danasˇnje stanje
u tom pogledu moglo znatno poboljsˇati jer nasˇi najbolji ucˇenici cˇesto ne snalaze dobro u
rjesˇavanju nestandardnih i slozˇenijih matematicˇkih problema i postizˇu slabije rezultate. Ne-
dostaju im odredena znanja, ne poznaju neke jednostavne metode rjesˇavanja matematicˇkih
problema. Posebno je uocˇeno slabo poznavanje analize.
Istina, rjesˇavajuc´i raznovrsne standardne i nestandardne zadatke ucˇenici ovladavaju
sve vec´im znanjem i stjecˇu sve bolje iskustvo u toj djelatnosti. Medutim, sposobnost
rjesˇavanja problemskih zadataka razvija se uspjesˇnije i brzˇe ako oni to ne postizˇu samo
rjesˇavanjem velikog broja zadataka, vec´ upoznavanjem i usvajanjem razlicˇitih metoda rje-
sˇavanja zadataka ([12], str. I).
Mnogi problemski zadatci omoguc´uju rjesˇavanje na visˇe nacˇina. Jedni su nacˇini
slozˇeniji, drugi jednostavniji. Naravno, postoji i onaj najbolji nacˇin rjesˇavanja, lijep, jed-
nostavan i racionalan, ali njegovo otkrivanje i nije najvazˇnije na pocˇetku postupka rjesˇava-
nja. On se izdvaja na kraju, a na pocˇetku je vazˇan svaki nacˇin rjesˇavanja. Stoga si mozˇemo
postaviti prirodno pitanje zasˇto razmatrati visˇe nacˇina rjesˇavanja, tj. zar nije dovoljan samo
jedan nacˇin jer on vodi do onoga sˇto se trazˇi, a to je rjesˇenje zadatka.
Naravno da je dovoljan jedan nacˇin rjesˇavanja ako je cilj samo rjesˇenje zadatka. No,
ako se zˇeli postic´i visˇe, onda nije dovoljan. Naime, za nalazˇenje rjesˇenja zadatka potrebno
je odredeno znanje koje se sastoji od teorijskih cˇinjenica koje su u najuzˇoj vezi sa zadat-
kom. Za jedan nacˇin rjesˇavanja potrebne su jedne cˇinjenice, za drugi nacˇin neke druge
cˇinjenice, za trec´i trec´e. Zakljucˇujemo da c´e za rjesˇavanje zadatka na visˇe nacˇina trebati
visˇe teorijskih cˇinjenica i metoda nego za rjesˇavanje na samo jedan nacˇin. Time se za samo
jedan zadatak aktivira, analizira i primjenjuje vec´a kolicˇina stecˇenog znanja. Osim toga,
znanja se produbljuju i prosˇiruju novim znanjima, a najvazˇnije je da zadatci s visˇe nacˇina
rjesˇavanja povec´avaju aktivnost ucˇenika i njihov interes za matematiku ([12], str. 4-5).
U nastavku c´emo detaljnije opisati neke od spomenutih metoda rjesˇavanja problemskih
zadataka.
50 POGLAVLJE 4. STRATEGIJE RJESˇAVANJA PROBLEMSKIH ZADATAKA
4.3 Metoda pokusˇaja i promasˇaja
Znamo da je ucˇenje vlastitim iskustvom i na vlastitim pogresˇkama najucˇinkovitije. Naime,
pokusˇavanje je izvrsna strategija u situacijama kad nemamo bolju ideju jer nas osvrt i na
propali pokusˇaj mozˇe dovesti do bolje ideje. Stoga je metoda pokusˇaja i promasˇaja prva
metoda ucˇenja koju primjenjujemo u svom zˇivotu.
Primjenom ovakvog nacˇina razmisˇljanja tijekom rjesˇavanja problemskog zadatka,
zadatak rjesˇavamo nasluc´ivanjem njegova rjesˇenja ili postupka koji vodi rjesˇenju te
provjerom. Ovu metodu bismo mogli ukratko opisati rijecˇima ”Pokusˇaj i vidi sˇto mozˇesˇ
pronac´i ili zakljucˇiti.“
Prednost ove strategije je sˇto obicˇno ne iziskuje dublje razumijevanje problema i
matematicˇkih koncepata u cˇijem se kontekstu primjenjuje. Nedostatak ove metode je to
sˇto njenom primjenom nismo sigurni je li pogodeno rjesˇenje jedinstveno, koliko postav-
ljeni problem zapravo ima rjesˇenja niti koja je njihova struktura. Nedostatak je i neefi-
kasnost metode jer iscrpljivanje svih moguc´nosti nekada nije basˇ najracionalnije. Naime,
pogadanje mozˇe potrajati dulje nego li rjesˇavanje zadatka nekom drugom strategijom, iako
se mozˇe dogoditi da rjesˇenje pogodimo i otprve. Stoga je bolji pristup ako se metodu
pokusˇaja i promasˇaja kombinira s logicˇkim zakljucˇivanjem.
Metodu pokusˇaja i promasˇaja mozˇemo primijeniti i u slucˇaju zadataka visˇestrukog
izbora, tj. u situacijama u kojima je ponudeno nekoliko moguc´ih odgovora od kojih je
najmanje jedan korektan. Tako se uvrsˇtavanjem konkretnih, pogodno odabranih vrijednosti
u zadani izraz eliminiraju neki od ponudenih odgovora. Iako ova metoda mozˇe biti efikasna
pri rjesˇavanju npr. ispita drzˇavne mature, ona ne poticˇe ucˇenike na izgradnju novog
matematicˇkog znanja i razumijevanja. Naime, cˇak i ukoliko ucˇenik zaokruzˇi korektan
odgovor takvog zadatka, ne mozˇemo biti sigurni je li on ostvario ishod ucˇenja koji se zˇelio
provjeriti tim zadatkom. Stoga treba voditi racˇuna u kojem se obrazovnom kontekstu i s
kojim ciljem primjenjuju zadatci visˇestrukog izbora te kako se biraju distraktori (ponudeni
pogresˇni odgovori) ([2]).
4.4 Crtanje dijagrama (graficˇko-aritmeticˇka metoda)
Prosjecˇan cˇovjek obicˇno voli cˇitati knjigu koju, osim teksta, ispunjavaju i slike, odnosno
crtezˇi. Ta cˇinjenica je vrlo jasno iskazana i u jednoj sceni knjige Alisa u Zemlji Cˇudesa,
cˇiji je autor engleski knjizˇevnik i matematicˇar Lewis Carroll (1832. – 1898.): ”Alisi je vec´
dosadilo sjediti kraj sestre na obali i nisˇta ne raditi. Jedanput-dvaput je provirila u knjigu
koju je cˇitala sestra, ali u njoj nije bilo ni slika ni razgovora. ’Kakva je to knjiga’, pomisli
Alisa, ’kad u njoj nema ni slika ni razgovora?’“ ([19])
Nadalje, znamo da dijagram, odnosno model zornije prikazuje odnose i veze medu
promatranim objektima od opisa situacije rijecˇima. To nacˇelo zornosti (”Jedna slika vri-
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jedi tisuc´u rijecˇi!“) mozˇemo preoblikovati u metodu rjesˇavanja zadatka. Tako dobivamo
strategiju kojom zadatak rjesˇavamo prostorno-vizualnim organiziranjem podataka, tj.
crtanjem prikladnog dijagrama bilo koje vrste (grafa, grafikona i dr.). Ova metoda se u
literaturi naziva josˇ i metoda modela. Neki od oblika te metode su: prikaz stablom, model
povrsˇine, Vennov dijagram, graficˇka metoda rjesˇavanja jednadzˇbi i graficˇka metoda gibanja
([2]).
Cˇak i ako u konacˇnici problem rijesˇimo na algebarski ili neki drugi nacˇin, crtezˇ mozˇe
pomoc´i dajuc´i ”osjec´aj“ za problem i navodec´i na ideje ili moguc´e odgovore. Dapacˇe, neki
problemi se mogu rijesˇiti basˇ graficˇkim putem ([24], str. 178).
4.5 Istrazˇivanje i rjesˇavanje jednostavnijeg srodnog
problema ili specijalnog slucˇaja postavljenog
problema
Istrazˇivanje i rjesˇavanje jednostavnijeg srodnog problema ili specijalnog slucˇaja postav-
ljenog problema Ako problem ima velik broj varijabli i prezbunjujuc´e je sve ih koristiti,
mozˇe se probati konstruirati i rijesˇiti slicˇan problem s manjim brojem varijabli. Time se
stjecˇe bolji uvid u rjesˇenje postavljenog problema. Potom se korisˇtena metoda rjesˇavanja
jednostavnijeg problema mozˇe prilagoditi za rjesˇavanje slozˇenieg problema ([24], str. 178).
4.6 Razlaganje problema na potprobleme
Metoda rjesˇavanja mozˇe biti i pokusˇaj dobivanja dijela trazˇenog odgovora, a potom se mozˇe
dalje rjesˇavati zadatak. Takoder, preporucˇuje se rasˇcˇlanjivanje zadatka na podzadatke pa na
kraju rjesˇenja laksˇih problema kombiniranjem daju konacˇni rezultat ([24], str. 178). Ipak,
ova metoda nije basˇ uvijek korisna, a to se da naslutiti i iz navedene ”rasprave“ dvojice
matematicˇkih velikana.
”Rasˇcˇlanite svaki zadatak koji rjesˇavate na toliko dijelova koliko je to nuzˇno da vam bude
laksˇe doc´i do rezultata.“
Rene´ Descartes (1596. - 1650.), Rasprava o metodi ([16], str. 147)
”Ovo Descartesovo pravilo nije mnogo ucˇinkovito jer umijec´e rastavljanja ne podlijezˇe
tumacˇenju. Ako se zadatak nespretno rastavi na dijelove, to mozˇe cˇak i otezˇati njegovo
rjesˇavanje.“
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. - 1716.), Philosophische Schriften ([16], str. 147)
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4.7 Ispisivanje sustavnih listi
Primjenom ove metode zadatak rjesˇavamo sustavnim ispisivanjem svih (klasa) moguc´ih
slucˇajeva, odnosno pronalazˇenjem najpogodnije organizacije podataka, tj. sustava. Ova
strategija treba prethoditi primjeni svih zakona prebrojavanja (npr. rjesˇavanju zadataka
primjenom teorema o uzastopnom prebrojavanju i sl.).
Uz pomoc´ racˇunala (programiranje, alat za izradu proracˇunskih tablica i sl.), metoda
ispisivanja sustavnih listi je primjenjiva na probleme u cˇijem se rjesˇavanju koriste algoritmi
primjerene slozˇenosti. S druge strane, ako se primjenjuje bez pomoc´i racˇunala, ova je
strategija prikladna samo u situacijama u kojima je broj svih (klasa) slucˇajeva mali ([2]).
4.8 Metoda uzastopnog priblizˇavanja
Metoda uzastopnog priblizˇavanja je vrsta metode sustavnih listi. Primjenjuje se u proble-
mima u kojima se mozˇe uocˇiti odredena monotonost (rast ili pad) promatranih velicˇina
(podataka) u sustavnoj listi i, ako je moguc´e, zakonitost po kojoj se odvija mijenjanje
izracˇunate vrijednosti. Uocˇimo da pritom zakljucˇujemo nepotpunom indukcijom.
Pri sastavljanju i ispunjavanju tablice korisno je procjenjivati vrijednosti kako bismo
smanjili broj slucˇajeva koje treba ispisati. Naime, time dobivamo racionalniju tablicu.
Ova metoda se rimjenjuje u problemima koje je u visˇim odgojno-obrazovnim cik-
lusima u pravilu moguc´e rijesˇiti algebarskim metodama (npr. pomoc´u jednadzˇbi, nejed-
nadzˇbi, sustava jednadzˇbi ili sustava nejednadzˇbi). Nadalje, koristi se za rjesˇavanje di-
ofantskih jednadzˇbi.
Pod nazivom metoda sukcesivnih aproksimacija ova metoda se primjenjuje za nu-
mericˇko (priblizˇno, aproksimativno) rjesˇavanje nelinearnih jednadzˇbi i ocˇituje se u sljedec´im
oblicima:
• metoda raspolavljanja, odnosno metoda bisekcije (jedan od najjednostavnijih i
najintuitivnijih oblika te metode koji se koristi za odredivanje realnih nultocˇaka ne-
prekidne funkcije)
• Newtonova metoda (tzv. metoda tangente) za priblizˇno racˇunanje nultocˇke deriva-
bilne funkcije (specijalan slucˇaj je Heronova metoda za priblizˇno racˇunanje drugog
korijena pozitivnog realnog broja)
• metoda najbrzˇeg spusta (optimizacija)
• ostale iterativne metode ([2]).
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4.9 Metoda uocˇavanja pravilnosti ili zakonitosti
Znamo da je jedan od opisa matematike taj da je ona znanost o pravilnostima, tj. zakoni-
tostima. Stoga je uocˇavanje pravilnosti, odnosno zakonitosti u (matematicˇkim) objektima
kljucˇna metoda istrazˇivanja u matematici koja je primjenjuje u svim podrucˇjima matema-
tike.
Kljucˇna metoda poucˇavanja i ucˇenja matematike je izgradnja (tj. konstrukcija) ucˇen-
icˇkog znanja i razumijevanja matematicˇkih koncepata i procedura putem ucˇenicˇkih indivi-
dualnih ili suradnicˇko-timskih aktivnosti istrazˇivanja i otkrivanja pravilnosti i zakonitosti.
To se mozˇe ostvariti na dva nacˇina: heuristicˇkom nastavom (vodeno istrazˇivanje i otkriva-
nje) ili problemskom nastavom (otvorenije i samostalnije ucˇenicˇko istrazˇivanje i otkrivanje)
([2]).
4.10 Metoda razlikovanja slucˇajeva
Problem treba rijesˇiti u zadanom skupu pa se skup na prirodan nacˇin razlazˇe na dijelove
i problemi se rjesˇavaju u tim dijelovima ([10]). Visˇe o tome se mozˇe procˇitati u [12], str.
103-104.
4.11 Metoda vrac´anja unatrag
Rjesˇavanje problema metodom vrac´anja unatrag se temelji na rekonstrukciji koraka koja
se izvodi obrnutim kronolosˇkim redom, tj. od zadnjeg izvrsˇenog koraka prema prvome.
Analiza zapocˇinje postavljanjem cilja, tj. ocˇekivanog rezultata ili rjesˇenja problema.
Ovu metodu popularno zovemo i undo metoda ili rikverc metoda.
Metoda vrac´anja unatrag se primjenjuje u svim podrucˇjima (sˇkolske) matematike, a
posebno u:
• brojevima i algebri, osobito u nizˇim odgojno-obrazovnim ciklusima, gdje ova me-
toda zamjenjuje algebraizaciju (prevodenje u simbole, jednadzˇbe ili nejednadzˇbe)
problema zadanog rijecˇima
• geometriji, gdje rjesˇavanje zadatka pocˇinje crtanjem kvalitetne skice na kojoj se
nalazi pretpostavljeno rjesˇenje (pritom treba imati na umu da pogresˇna ili manjkava
skica mozˇe navesti na stvaranje pogresˇnih hipoteza)
• infinitezimalnom racˇunu, pri dokazivanju svojstava pojedinih funkcija tzv. ε − δ
tehnikom ([2]).
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4.12 Metode rjesˇavanja logicˇkih problema
Logicˇki zadatci su odabrani kao dodatni matematicˇki sadrzˇaj koji trebaju poznavati napred-
niji ucˇenici da bi bili sˇto bolje pripremljeni za zˇupanijsko, regionalno i drzˇavno natjecanje
iz matematike. Nije sasvim jednostavno definirati sˇto je logicˇki zadatak jer za svaki ma-
tematicˇki zadatak treba odgovarajuc´e logicˇko rasudivanje. Zadatcima ipak cˇesto dajemo
poseban naziv kada u njima prepoznamo osobitost koja na to ukazuje. Tako naziv arit-
meticˇki zadatci ukazuje na to da se u njima racˇuna s brojevima, naziv algebarski zadatci
ukazuje na algebarske izraze i operacije s njima, a naziv geometrijski zadatci na likove i
tijela. Medutim, postoje zadatci u kojima nema ni geometrijskih objekata, ni brojeva, ili
tezˇisˇte nije na njima, vec´ prevladava logicˇki element. U takvim zadatcima rijecˇ je obicˇno o
iskazima koji se odnose na zˇiva bic´a ili objekte bilo kakve prirode. Svima njima zajednicˇko
je da je svaka izjava ili istinita ili neistinita. Takvi se zadatci po tradiciji nazivaju logicˇki
zadatci.
Takvi zadatci se mogu nac´i u knjigama iz zabavne matematike, ponekad kao za-
sebna cjelina. Rijetko se nalaze u sˇkolskim zbirkama iako su ocˇito vrlo pogodni za razvoj
logicˇkog misˇljenja. Njihova prednost pred nekim drugim matematicˇkim zadatcima je s
jedne strane u tome sˇto za njihovo rjesˇavanje nije potrebno neko veliko matematicˇko pred-
znanje (dovoljni su zdrav razum i logicˇko rasudivanje), a s druge strane sˇto su tekstovi tih
zadataka cˇesto pricˇice. U logicˇkim zadatcima nalazimo svojstva, osobine i odnose zˇivih
bic´a ili predmeta koje cˇesto susrec´emo u svakodnevnom zˇivotu: poznanstva, zanimanja,
obitavalisˇta, ispiti, prometne veze, svjedocˇenja, rasporedi, vozˇnje, igre, sportske igre, na-
tjecanja, vaganja, pretakanja i dr. Ovim svojim znacˇajkama logicˇki zadatci mogu doprini-
jeti, osim razvoju logicˇkog misˇljenja, i razvoju interesa za matematiku.
Postoji nekoliko osnovnih metoda rjesˇavanja logicˇkih zadataka:
• metoda ”zdravog razuma“
• metoda pomoc´ne pretpostavke
• metoda iskljucˇivanja
• metoda tablica
• metoda grafova
• metoda racˇuna izjava
Te metode cˇesto dolaze zajedno u primjeni i jedna drugu nadopunjuju tako da se neki
od logicˇkih zadataka mogu rijesˇti na visˇe nacˇina. Posljednje dvije navedene metode nisu
predvidene za rjesˇavanje logicˇkih problema na razini osnovne sˇkole ([12]).
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4.13 Metoda promjene fokusa
”Ludost: raditi istu stvar iznova i iznova ocˇekujuc´i drugacˇije rezultate.“
Albert Einstein (1879. - 1955.) ([26])
Metoda promjene fokusa se zasniva na proucˇavanju komplementa promatranog skupa
umjesto samog skupa. Primjenjuje se u situacijama u kojima je komplement jednostav-
niji od samog skupa jer je skup opisan kao unija skupova, tj. pomoc´u logicˇke operacije
disjunkcije. Npr. umjesto usporedivanja zadanih razlomaka, usporedujemo njihove nado-
pune do odredenog broja. Nadalje, vrlo cˇesto se koristi u racˇunu vjerojatnosti (promatranje
suprotnog dogadaja zadanom dogadaju).
Osnova za ideju koja se krije iza metode promjene fokusa su De Morganovi zakoni
za skupovne i logicˇke operacije:
(A ∩ B)C = AC ∪ BC
(A ∪ B)C = AC ∩ BC
¬(P ∧ Q) = ¬P ∨ ¬Q
¬(P ∨ Q) = ¬P ∧ ¬Q ([2]).
Napomenimo da smo ovime opisali poseban slucˇaj primjene metode promjene fo-
kusa. Naime, ne moramo uvijek gledati na komplement, odnosno na nesˇto sˇto je dija-
metralno suprotno. Primjena te metode se opc´enito mozˇe odnositi na promjenu gledisˇta,
odnosno nacˇina promatranja na problem, u slucˇaju da se provedena strategija rjesˇavanja
pokazala neuspjesˇnom. Uspjeh rjesˇavanja cˇesto ovisi o sposobnosti promjene uobicˇajenog
kuta gledanja na postojec´i problem.
4.14 Metoda pomoc´nih likova
Vazˇan korak postupka rjesˇavanja planimetrijskog problema je izrada crtezˇa na kojemu se,
ako je to moguc´e, prikazˇu dane i trazˇene velicˇine. Ponekad se mozˇe odmah uspostaviti i
veza medu tim velicˇinama koja vodi do rjesˇenja problema. Ako to nije neposredno moguc´e,
onda se dio crtezˇa nadopuni novim elementima kako bi se dobio neki pomoc´ni lik koji na
temelju poznatih cˇinjenica olaksˇava rjesˇavanje.
Radnje koje vode do pomoc´nih likova su sljedec´e: produzˇivanje ili skrac´ivanje neke
duzˇine, povlacˇenje dodatnih duzˇina, paralela ili okomica, tvorba pomoc´nih mnogokuta,
opisivanje pomoc´nih kruzˇnica i sl. Nakon izrade pomoc´nog lika obicˇno se na lako uocˇljiv
nacˇin otkriva put rjesˇavanja postavljenog problema.
Izradi pomoc´nog crtezˇa treba posvetiti primjerenu pozornost. Nepravilan ili netocˇan
crtezˇ mozˇe ponekad odvesti na krivi put i dovesti do netocˇnih zakljucˇaka. To se cˇesto
dogada na matematicˇkim natjecanjima. Razlog mozˇe biti kriva predodzˇba o ulozi crtezˇa
ili pomanjkanje vremena. Sˇteta je kad se tako upropasti dobra zamisao i ne postigne cilj.
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Gubitak dragocjenog vremena zna rjesˇavacˇu stvoriti dodatnu nervozu i pojacˇati psiholosˇki
pritisak pri rjesˇavanju preostalih problema.
Vazˇno je znati i zapamtiti da, iako pomoc´ni crtezˇa zahtijeva preciznost u izradi, ako
je dobar i tocˇan, crtezˇ je ”pola“ rjesˇenja problema. Medutim, treba znati i to da nije crtezˇ
temelj za zakljucˇke u postupku rjesˇavanja, vec´ logicˇka veza. Crtezˇ je samo zorno sredstvo.
Stoga rjesˇenje problema nije moguc´e zamijeniti nikakvim pa ni vrlo tocˇnim crtezˇom ([12],
str. 51).
4.15 Algebarska metoda (Descartesova metoda)
Algebarska metoda se zasniva na prevodenju problema zadanog rijecˇima, odnosno ne-
algebarskih problema, na algebarski jezik (jezik simbola, jednadzˇbi i nejednadzˇbi). Pro-
blem koji je preveden na jezik algebarskih simbola potom se rjesˇava algebarskim meto-
dama, a dobiveno se rjesˇenje interpretira u izvornom kontekstu. Ova se metoda naziva
josˇ i Descartesova metoda, u cˇast Rene´a Descartesa, ”oca“ koordinatne, tj. analiticˇke ge-
ometrije.
Algebarska metoda se cˇesto primjenjuje u sˇkolskoj matematici, i to:
• pri rjesˇavanju (problemskih) zadataka zadanih rijecˇima koji se svode na linearnu,
kvadratnu, racionalnu, eksponencijalnu, logaritamsku ili trigonometrijsku jednadzˇbu
ili nejednadzˇbu, odnosno sustav takvih jednadzˇbi i/ili nejednadzˇbi
• pri rjesˇavanju (problemskih) zadataka zadanih rijecˇima koji se svode na nizove i/ili
redove brojeva
• pri rjesˇavanju (problemskih) zadataka zadanih rijecˇima koji se svode na problem
odredivanja toka ili (ekstremnih ili granicˇnih) vrijednosti funkcije metodama
infinitezimalnog racˇuna
• u analiticˇkoj geometriji, smjesˇtanjem geometrijskih objekata u prikladni koordi-
natni sustav u ravnini ili u prostoru ([2]).
Descartesova metoda u rjesˇavanju zadataka rijecˇima
Podrucˇje primjene Descartesove metode u nastavi matematike tradicionalno je i rjesˇavanje
zadataka zadanih u izvanmatematicˇkom kontekstu tako da se matematicˇkim modeliranjem
prevode u jednadzˇbe i/ili nejednadzˇbe ([2]).
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Po´lyini koraci u primjeni Descartesove metode u rjesˇavanju zadataka rijecˇima
1. Razumijevanje problema Kako bi se ucˇitelj uvjerio da su ucˇenici razumjeli tekst za-
datka, najprije jedan od ucˇenika treba zadatak procˇitati naglas, a zatim ga nekoliko ucˇenika
treba u cijelosti i po dijelovima prepricˇati svojim rijecˇima.
Ucˇenici su razumjeli tekst zadatka ako znaju odgovoriti na ova pitanja:
• Sˇto se u zadatku trazˇi?
• Sˇto je u zadatku zadano, tj. poznato?
• Sˇto je u zadatku nepoznato?
• Koje su veze zadanog i trazˇenog, tj. poznatog i nepoznatog u zadatku?
2. Osmisˇljavanje plana rjesˇavanja problema Tekst zadatka treba prevesti u jezik mate-
maticˇkih (algebarskih) simbola:
• svaku od nepoznatih velicˇina treba oznacˇiti pogodnim simbolom (najcˇesˇc´e slovom),
i to tako da simbol sugerira sˇto se njime oznacˇava (nepoznanice ne moraju uvijek biti
oznacˇene slovom x, y i sl.)
• svaku zadanu vezu poznatih i nepoznatih velicˇina treba prevesti u jednadzˇbu, od-
nosno nejednadzˇbu koristec´i simbole za nepoznate i brojeve za poznate velicˇine.
Najcˇesˇc´e je ovo najslozˇeniji korak u rjesˇavanju zadatka. U njegovom provodenju
ucˇenici se mogu osloniti na prije naucˇene strategije (heuristike) rjesˇavanja problema, kao
sˇto su npr. crtanje dijagrama (graficˇka metoda), promjena fokusa, vrac´anje unatrag i dr.
Prije ucˇenja primjene algebarske metode, ucˇenici trebaju razviti vjesˇtinu rjesˇavanja
njima primjerenih problema drugim, jednostavnijim metodama, npr. metodom pokusˇaja i
promasˇaja, graficˇkom metodom, metodom sustavne liste, metodom uzastopnog priblizˇava-
nja, metodom vrac´anja unatrag i sl.
3. Provodenje osmisˇljenog plana Postavljenu jednadzˇbu, nejednadzˇbu ili sustav jed-
nadzˇbi i/ili nejednadzˇbi potrebno je rijesˇiti prikladnom efikasnom metodom, primjerenom
ucˇenicima pojedine dobi.
4. Osvrt na rjesˇenje i metodu rjesˇavanja Dobivena rjesˇenja potrebno je:
• provjeriti uvrsˇtavanjem u postavljenu jednadzˇbu, nejednadzˇbu ili sustav
• interpretirati u izvornom kontekstu, tj. u kontekstu postavljenog zadatka, sˇto
mozˇe rezultirati odbacivanjem nekih rjesˇenja postavljene jednadzˇbe, nejednadzˇbe
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ili sustava (npr. onih s negativnim predznakom), odnosno njihovom prilagodbom, tj.
transformiranjem (npr. zaokruzˇivanjem i sl.).
Ucˇenike treba navikavati na:
• zapisivanje rjesˇenja u obliku potpune recˇenice u izvornom kontekstu
• pisano obrazlaganje, tj. argumentiranje odabira primijenjenih postupaka ([2]).
Descartesova metoda u diferencijalnom racˇunu
Cˇesto se primjenjuje pri rjesˇavanju optimizacijskih problema, tj. problema odredivanja
ekstrema, tj. minimuma i/ili maksimuma u nekoj situaciji. Osnovna ideja je situaciju
korektno modelirati diferencijabilnom funkcijom, uz precizno definiranje njezine do-
mene. Pritom se pri odredivanju ekstrema u sˇkolskoj matematici (zavrsˇni razred srednje
sˇkole) koristimo samo svojstvima prve derivacije, tj. Fermatovim teoremom o nuzˇnom
uvjetu za lokalni ekstrem i teoremom o dovoljnom uvjetu za lokalni ekstrem ([2]).
Descartesova metoda u geometriji
”Slicˇna predocˇenja o tim stvarima vrlo su korisna buduc´i da za nas nisˇta nije ocˇiglednije
od likova jer njih mozˇemo osjetiti i vidjeti.“
Rene´ Descartes (1596. - 1650.) o geometrijskom predocˇenju procesa rjesˇavanja, Pravila
rukovodenja umom ([16], str. 173)
Osnovna ideja ove metode je geometrijske objekte pogodno smjestiti u prikladni
koordinatni sustav u ravnini ili u prostoru, a zatim primijeniti analiticˇku geometriju. Stoga
se ova metoda naziva i koordinatna metoda. Pitanje je kako odabrati prikladni koordinatni
sustav, tako da racˇun s koordinatama bude sˇto jednostavniji. Obicˇno postupamo ovako:
• za ishodisˇte koordinatnog sustava odaberemo neku istaknutu tocˇku promatranog
objekta - npr. vrh, polovisˇte stranice, tezˇisˇte, ortocentar i sl. trokuta, vrh, polovisˇte
stranice, tezˇisˇte ili sjecisˇte dijagonala cˇetverokuta, sredisˇte krivulje, centar simetrije
geometrijskog objekta, vrh ili sjecisˇte prostornih dijagonala kvadra itd.
• za barem jednu koordinatnu os odaberemo pravac kojem pripada neki istaknuti
element promatranog geometrijskog objekta - npr. stranica trokuta ili cˇetverokuta,
tezˇisˇnica ili visina trokuta, visina trapeza, dijagonala cˇetverokuta, simetrala stranice
mnogokuta, os simetrije geometrijskog objekta, brid prizme ili piramide itd. ([2]).
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4.16 Metoda rekurzije
Primjena metode rekurzije je vrlo djelotvorna u podrucˇju uredenih nizova brojeva. Bit
ove metode sastoji se od sljedec´ega:
Neka je (an) potpuno uredeni niz. Njegovi cˇlanovi mogu se odredivati jedan za drugim ako
su ispunjena ova dva uvjeta:
1) Poznat je prvi cˇlan niza a1.
2) Postoji relacija koja povezuje opc´i cˇlan niza an s prethodnim cˇlanovima.
Relacija se naziva rekurzivna relacija, a za cˇlanove kazˇemo da ih odredujemo rekurzivno
([12], str. 147).
Rekurzija oznacˇava postupak kojim se s pomoc´u neke funkcije (rekurzivne funkcije)
ili izraza (rekurzivne formule) opetovanim postupkom dolazi do jednostavnijeg oblika ma-
tematicˇkih izraza ili rjesˇenja neke jednadzˇbe ([31]). Rijecˇ rekurzija dolazi od kasnolatinske
rijecˇi recursio, sˇto znacˇi ’vrac´anje’ ([31]), odnosno od latinske rijecˇi recurrere, sˇto znacˇi
’vratiti se’, ’trcˇati natrag’, ’ponovo’, a ta je rijecˇ nastala od recurrens cˇije je znacˇenje ’koji
se vrac´a’ ([32]).

Poglavlje 5
Rjesˇavanje geometrijskih problema
Svaki od navedenih zadataka ima odredenu tezˇinu. Ako se uocˇi da je problem pretezˇak
za ucˇenike, preporucˇljivo je da ga nastavnik ili ucˇenici eksperimentiranjem variraju u laksˇi
(npr. specijalizacijom). Ako je zadatak lagan, onda ga se mozˇe otezˇati (npr. generalizaci-
jom). Takoder, zadatak je moguc´e varirati i analogijom. Svaki od tako dobivenih zadataka
ucˇenici mogu pokusˇati rijesˇiti primjenom iste ili slicˇne metode rjesˇavanja. Za neke od
navedenih zadataka variranje je ucˇinjeno u jednom, a za neke u visˇe smjerova.
U zadacima u kojima je to bilo pogodno, provedeno je eksperimentiranje uz pomoc´
racˇunala i softvera dinamicˇne geometrije. To je suvremenoj nastavi matematike uobicˇajena
metoda ”otkrivanja“. Provodi se prije samog formalnog rjesˇavanja problema i pomazˇe pri
nasluc´ivanju broja rjesˇenja ili strukture rjesˇenja.
5.1 Sˇtapic´i, trokuti i kvadrati
Zadatak:
Na satu geometrije ucˇenici su od sˇtapic´a jednakih duljina slagali trokute i kvadrate. Upotri-
jebili su 300 sˇtapic´a i slozˇili 92 lika. Koliko je medu njima bilo trokuta, a koliko kvadrata
([12], str. 8)?
Rjesˇenje:
Rasudivanje provodimo na sljedec´i nacˇin. Buduc´i da znamo da su ucˇenici slozˇili 92 lika,
razmatramo krajnje slucˇajeve. Najvec´i moguc´i broj trokuta je 92, a u tom slucˇaju nema
kvadrata. S druge strane, najvec´i moguc´i broj kvadrata je 92, a tada nema trokuta. U pr-
vom slucˇaju je ukupan broj stranica jednak 276, a u drugom 368. Buduc´i da su ucˇenici
upotrijebili 300 sˇtapic´a, zakljucˇujemo da je ukupan broj stranica likova u zadatku jednak
300. Stoga zakljucˇujemo da su ucˇenici slozˇili i trokute i kvadrate, a ne samo jedne od tih
likova.
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Buduc´i da nam krajnji slucˇajevi ne odgovaraju, dobra ideja je razmotriti srednji slucˇaj
u kojem imamo 46 trokuta i 46 kvadrata. U tom slucˇaju je ukupan broj stranica 322, a to je
previsˇe. Buduc´i da broj kvadrata visˇe doprinosi ukupnom broju stranica, treba smanjivati
broj kvadrata, a povec´avati broj trokuta. Time c´emo postic´i postupno smanjivanje ukupnog
broja stranica te se uzastopno i kontrolirano priblizˇavati trazˇenom ukupnom broju stranica.
Dakle, zapocˇinjemo priblizˇavanje rjesˇenju povec´avanjem broja trokuta, recimo za po
5, tj. s 46 na 50, pa na 55, pa na 60, pa na 65, pa na 70. Istovremeno smanjujemo broj
kvadrata s 46 na 42, pa na 37, pa na 32, pa na 27, pa na 22. Pritom kontroliramo je li
ukupan broj likova 92. Ukupan broj stranica likova u tim slucˇajevima je 318, 313, 308,
303, 298.
Na temelju posljednja dva broja ukupnog broja stranica zakljucˇujemo da je trazˇeni
broj trokuta izmedu 65 i 70, odnosno trazˇeni broj kvadrata izmedu 22 i 27. Stoga treba nas-
taviti s s nesˇto ”finijim“ priblizˇavanjem rjesˇenju smanjujuc´i broj s trokuta, tj. promatrajuc´i
69, pa 68, pa 68, odnosno 66 trokuta. U tablici 5.1 je zorno prikazan tijek rjesˇavanja te
jasno vidi naredni pokusˇaji vode do rjesˇenja.
broj trokuta broj kvadrata ukupan broj stranica
92 0 276
0 92 368
46 46 322
50 42 318
55 37 313
60 32 308
65 27 303
70 22 298
69 23 299
68 24 300
67 25 301
Tablica 5.1: Tablicˇni prikaz metode uzastopnih priblizˇavanja
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Na temelju toga zakljucˇujemo da su od 300 sˇtapic´a ucˇenici slozˇili 68 trokuta i 24
kvadrata.
Uocˇimo da smo zadatak rijesˇili metodom uzastopnog priblizˇavanja. Napomenimo da
smo ovaj zadatak mogli rijesˇiti i algebarskom metodom tako da smo postavili sustav dviju
jednadzˇbi s dvjema nepoznanicama, a potom taj sustav rijesˇili algebarskom manipulacijom
jednadzˇbi (npr. metodom supstitucije, metodom supstitucije, metodom komparacije
ili Gaussovom metodom eliminacije). Ipak, te metode su primjerene samo ucˇenicima
visˇih razreda osnovne sˇkole, odnosno ucˇenicima srednje sˇkole. Primjena metode crtanja
dijagrama bi se mozˇda pokazala neprakticˇnom zbog velikog broja danih sˇtapic´a od kojih
su slozˇeni trokuti i kvadrati.
5.2 Povrsˇine u ornamentu
Zadatak:
Slika 5.1 prikazuje ornament oblika jednakostranicˇnog trokuta stranice duljine a. Odredite
povrsˇinu osjencˇanog i povrsˇinu neosjencˇanog dijela ornamenta ([3]).
Slika 5.1: Osjencˇane povrsˇine u ornamentu
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Rjesˇenje:
Uocˇavamo da ne znamo odrediti povrsˇinu nekih osjencˇanih i nekih neosjencˇanih dijelova
ornamenta. Stoga nasluc´ujemo da c´emo povrsˇine trazˇenih dijelova izracˇunati oduzima-
njem, odnosno zbrajanjem povrsˇina dijelova cˇiju povrsˇinu mozˇemo izracˇunati. Dakle, pri-
mjenjujemo metodu promjene fokusa.
Vrijedi a = |AB| = |BC| = |AC|. Uvodimo oznake kao na slici 5.2
A1 - polovisˇte duzˇine BC,
B1 - polovisˇte duzˇine AC,
C1 - polovisˇte duzˇine AB.
Slika 5.2
Duzˇine AA1, BB1 i CC1 su tezˇisˇnice trokuta 4ABC. One se sijeku u tocˇki S , tj. u
tezˇisˇtu trokuta 4ABC.
Znamo da tezˇisˇte trokuta dijeli tezˇisˇnicu u omjeru 2 : 1 (gledajuc´i od vrha trokuta
prema polovisˇtu nasuprotne stranice). Stoga je |DA1| = 2|AD|, |EB1| = 2|BE| i
|FC1| = 2|FC|. Ocˇito je da vrijedi |S D| = |S A1|, |S E| = |S B1| i |S F| = |S C1|. Iz toga
svega mozˇemo zakljucˇiti da kruzˇnica upisana trokutu 4ABC (sa sredisˇtem u tocˇki S ) ima
polumjer jednak polumjerima kruzˇnih isjecˇaka sa sredisˇtima u vrhovima A, B i C.
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Buduc´i da je trokut 4ABC jednakostranicˇan, pripadni sredisˇnji kutovi tih kruzˇnih
isjecˇaka u vrhovima A, B i C imaju mjeru 60◦.
Stoga mozˇemo zakljucˇiti da ta tri isjecˇka cˇine polukrug jednakog radijusa, tj. zbroj
njihovih povrsˇina je jednak polovini povrsˇine kruga upisanog trokutu 4ABC.
Buduc´i da je trokut 4ABC jednakostranicˇan, njegova povrsˇina iznosi P4 = a
2
√
3
4
.
Povrsˇina kruzˇnice upisane trokutu 4ABC je jednaka
PU =
a√36
2 pi = 3a236 pi = a2pi12 .
Racˇunamo zbroj povrsˇina 6 sukladnih dijelova obojenih crvenom bojom:
PC = ab = P4 − 1, 5 · PU = a
2
√
3
4
− 3
2
· a
2pi
12
=
a2
√
3
4
− a
2pi
8
=
2a2
√
3 − a2pi
8
=
2a2
√
3 − a2pi
8
=
2
√
3 − pi
8
a2.
Neka je PP1 povrsˇina manjeg kruga (obojenog plavom bojom), ali bez dva neo-
sjencˇana dijela, tj. ”listic´a“. (slika 5.3)
Slika 5.3
Sada iz slike 5.4 uocˇavamo da je |∠C1AB1| = 60◦ i |∠S C1A| = |∠S B1A| = 90◦.
Buduc´i da je zbroj velicˇina unutarnjih kutova u cˇetverokutu jednak 360◦, za cˇetverokut
AC1S B1 vrijedi:
|∠B1S C1| = 360◦ − |∠C1AB1| − |∠S C1A| − |∠S B1A| = 360◦ − 60◦ − 90◦ − 90◦ = 120◦.
Buduc´i da vrijedi |S S 2| = |S S 3|, zakljucˇujemo da je trokut 4S S 2S 3 jednakokracˇan.
Iz toga slijedi |∠S S 2S 3| = |∠S S 3S 2|.
Znamo da vrijedi |∠S S 2S 3| + |∠S S 3S 2| + |∠S 2S S 3| = 180◦. Stoga vrijedi:
2|∠S S 2S 3| = 180◦ − |∠S 2S S 3| = 180◦ − 120◦ = 60◦.
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Slika 5.4
Iz toga slijedi |∠S S 2S 3| = |∠S S 3S 2| = 30◦. Stoga zakljucˇujemo da kruzˇnim odsjecˇcima
odgovara sredisˇnji kut od 60◦.
Racˇunamo povrsˇinu jednog kruzˇnog odsjecˇka.
Uocˇimo da je duljina polumjera malog kruga jednaka polovini duljine polumjera trokutu
upisane kruzˇnice, tj. duljina polumjera mu je jednaka
1
2
· a
√
3
6
=
a
√
3
12
.
Povrsˇina jednog kruzˇnog odsjecˇka je jednaka razlici povrsˇine kruzˇnog isjecˇka (sa sredisˇnjim
kutom cˇija je mjera 60◦) i povrsˇine jednakostranicˇnog trokuta
(
cˇija je stranica duljine
a
√
3
12
)
:
P = PI − P5 =
a√312
2 · pi · 60
360
−
a√312
2 · √3
4
=
3a2pi
144
6
−
3
√
3a2
144
4
=
a2pi
288
− 3
√
3a2
576
=
2pi − 3√3
576
a2.
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PP1 =
a√312
2 pi − 4P = 3a2pi144 − 4 · 2pi − 3
√
3
576
a2 =
3pi
144
a2 − 2pi − 3
√
3
144
a2 =
pi + 3
√
3
144
a2
Ukupna osjencˇana povrsˇina plave boje unutar kruga upisanog trokutu iznosi:
PP = 3PP1 = 3 ·
pi + 3
√
3
144
a2 =
pi + 3
√
3
48
a2.
Odredujemo ukupnu povrsˇinu osjencˇanog dijela ornamenta:
PO = PC + PP =
2
√
3 − pi
8
a2 +
3
√
3 + pi
48
a2 =
15
√
3 − 5pi
48
a2.
Stoga je ukupna povrsˇina neosjencˇanog dijela ornamenta jednaka razlici ukupne
povrsˇine ornamenta (tj. povrsˇine trokuta 4ABC) i povrsˇine osjencˇanog dijela ornamenta:
PN = P4 − PO = a
2
√
3
4
− 15
√
3 − 5pi
48
a2 =
5pi − 3√3
48
a2.
5.3 Dirichlet u konveksnom mnogokutu
Zadatak:
U konveksnom mnogokutu s 1998 stranica duljine stranica su prirodni brojevi. Opseg mno-
gokuta je 1 997 000. Dokazˇi da barem dvije stranice tog mnogokuta imaju jednake duljine
([38]).
Rjesˇenje:
Pretpostavimo da su duljine promatranog mnogokuta cjelobrojne i da su te duljine me-
dusobno razlicˇite. Buduc´i da je rijecˇ o 1998-terokutu, najmanji opseg c´e imati ako su mu
duljine stranica 1, 2, 3, ..., 1997 i 1998. Stoga je najmanji moguc´i opseg takvog mnogokuta
jednak 1 + 2 + 3 + ...+ 1997 + 1998. Uocˇavamo da je to zapravo zbroj prvih 1998 prirodnih
brojeva. Znamo da je zbroj prvih n prirodnih brojeva (1 + 2 + 3 + ... + (n − 1) + n) jednak
n · (n + 1)
2
(prema tvrdnji tzv. Gaussove dosjetke).
Stoga je najmanji moguc´i opseg mnogokut koji zadovoljava pretpostavljena svojstva
jednak 1 + 2 + 3 + ... + 1997 + 1998 =
1998 · (1998 + 1)
2
= 1997001. Opseg zadanog
mnogokuta je jednak 1 997 000, a to je manje od 1 997 001, odnosno manje od najma-
njeg moguc´eg opsega kada su stranice medusobno razlicˇitih duljina. Stoga prema Diric-
hletovom nacˇelu zakljucˇujemo da barem dvije stranice zadanog mnogokuta moraju imati
jednake duljine.
68 POGLAVLJE 5. RJESˇAVANJE GEOMETRIJSKIH PROBLEMA
5.4 Pravokutnik zadanog opsega, a najvec´e povrsˇine
Zadatak:
U skupu svih pravokutnika zadanog (jednakog) opsega O, odredite onaj kojemu je povrsˇina
najvec´a.
Rjesˇenje:
1. nacˇin rjesˇavanja:
Trebamo odrediti duljine stranica pravokutnika zadanog opsega tako da njegova povrsˇina
bude najvec´a moguc´a. U drugom razredu srednje sˇkole ovakav problem se obicˇno rjesˇava
razmatranjem maksimuma kvadratne funkcije. Dakle, promotrimo najprije taj postupak u
kojem modeliramo kvadratnom funkcijom.
Slika 5.5: Graf funkcije P
Neka su a i b duljine susjednih stranica pravokutnika, a O = const. njegov opseg.
Buduc´i da je u tom slucˇaju opseg pravokutnika jednak O = 2a + 2b, duljina druge stranice
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pravokutnika je b =
O
2
− a. Stoga za povrsˇinu P pravokutnika vrijedi
P(a) = ab = a
(O
2
− a
)
= −a2 + O
2
a = −a2 + O
2
a − O
2
16
+
O2
16
= −
(
a2 − 2 · O
4
· a + O
2
16
)
+
O2
16
= −
(
a − O
4
)2
+
O2
16
=
O2
16
−
(
a − O
4
)2
→ max.
Definiramo kvadratnu funkciju P, pri cˇemu je P :
〈
0,
O
2
〉
→ R, P(a) = a
(O
2
− a
)
, tj.
P(a) =
O2
16
−
(
a − O
4
)2
. Dakle, trazˇimo maksimum te funkcije kojom smo modelirali
povrsˇinu.
Ocˇito je da funkcija P postizˇe najvec´u vrijednost kada je
(
a − O
4
)2
= 0, odnosno kada
je duljina jedne stranice pravokutnika jednaka amax =
O
4
(slika 5.5). Tada je i duljina druge
stranice pravokutnika jednaka bmax =
O
4
. Time smo dokazali da izmedu svih pravokutnika
zadanog opsega O najvec´u povrsˇinu ima kvadrat, a tada povrsˇina iznosi
Pmax = P(amax) =
O2
16
.
2. nacˇin rjesˇavanja:
Primjenom metode razlikovanja slucˇajeva ovaj zadatak mogu rijesˇiti i ucˇenici osmog raz-
reda osnovne sˇkole. Neka su a i b duljine stranica pravokutnika, a O opseg pravokutnika.
Tada vrijedi 2a + 2b = O, tj. a + b =
O
2
. Dakle, duljine stranica primaju vrijednosti iz
otvorenog intervala
〈
0,
O
2
〉
. Razmatramo kolika mozˇe biti duljina stranice a. Razlikujemo
tri slucˇaja: 0 < a <
O
4
, a =
O
4
,
O
4
< a <
O
2
.
1) Ako je O < a <
O
4
, onda postoji pozitivan broj x takav da je a =
O
4
− x i b = O
4
+ x(
jer mora vrijediti a + b =
O
2
)
. Tada je povrsˇina P pravokutnika
P = ab =
(O
4
− x
) (O
4
+ x
)
=
O2
16
− x2.
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2) Ako je a =
O
4
, onda je i b =
O
4
(jer mora vrijediti a + b =
O
2
). Stoga je povrsˇina
pravokutnika P = ab =
O
4
· O
4
=
O2
16
.
3) Ako je
O
4
< a <
O
2
, onda postoji pozitivan broj x takav da je a =
O
4
+ x i b =
O
4
− x.
Tada je povrsˇina pravokutnika P = ab =
(O
4
+ x
) (O
4
− x
)
=
O2
16
− x2.
Buduc´i da je x > 0, vrijedi
O2
16
>
O2
16
− x2.
Iz toga zakljucˇujemo da je najvec´a povrsˇina u slucˇaju 2). Dakle, pravokutnik zadanog op-
sega O s najvec´om moguc´om povrsˇinom P ima duljine stranica a =
O
4
i b =
O
4
, tj. taj
pravokutnik je ujedno i kvadrat.
Napomena:
Ovaj zadatak je jedan od najjednostavnijih izoperimetricˇkih ([32]), odnosno izoperime-
trijskih ([1]) problema. To su klasicˇni zadatci u kojima se odreduje onaj lik sa zada-
nim opsegom koji ima najvec´u povrsˇinu ([32]). Naime, izoperimetrija oznacˇava jednakost
opsega geometrijskih likova u ravnini ([32]). Ta je rijecˇ nastala spajanjem predmetka u
slozˇenicama izo- (grcˇ. ı´sos: ’jednak’), koji oznacˇava jednakost (isto-, jednako-, jedno-
) ili slicˇnost po obliku ili namjeni drugog dijela slozˇenice ([32]), i rijecˇi perimetar (grcˇ.
piερı´µετρoς), a sˇto znacˇi ’opseg’ ([31]).
5.5 Pravokutnik zadane povrsˇine, a najmanjeg opsega
Variranjem prethodnog zadatka dobivamo sljedec´i problem koji c´emo rijesˇiti drugacˇijom
metodom.
Zadatak:
U skupu svih pravokutnika zadane (jednake) povrsˇine P, odredite onaj kojemu je opseg
najmanji.
Rjesˇenje:
Trebamo odrediti duljine stranica pravokutnika zadane povrsˇine tako da njegov opseg bude
najmanji moguc´. U cˇetvrtom razredu srednje sˇkole ovakav problem se obicˇno rjesˇava pri-
mjenom Descartesove metode u diferencijalnom racˇunu. Dakle, promotrimo najprije taj
postupak u kojem modeliramo diferencijabilnom funkcijom.
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Neka su a i b duljine susjednih stranica pravokutnika, a P = const. njegova povrsˇina.
Buduc´i da je u tom slucˇaju povrsˇina pravokutnika jednaka P = a · b, duljina druge stranice
pravokutika je b =
P
a
. Stoga za opseg O pravokutnika vrijedi
O(a) = 2(a + b) = 2
(
a +
P
a
)
→ min.
Definiramo funkciju O, pri cˇemu je O : 〈0,+∞〉 → R, O(a) = 2
(
a +
P
a
)
. Domenu funkcije
O smo smisleno odredili iz uvjeta da je duljina stranice a pozitivan realan broj, a pritom du-
ljina stranice a nije omedena velicˇinom povrsˇine P. Dakle, trazˇimo minimum te racionalne
funkcije kojom smo modelirali opseg.
Ta je funkcija diferencijabilna na cijeloj svojoj domeni i vrijedi O′(a) = 2
(
1 − P
a2
)
,
a ∈ 〈0,+∞〉. Odredimo stacionarne tocˇke funkcije O. One su rjesˇenja jednadzˇbe
O′(a) = 2
(
1 − P
a2
)
= 0 u domeni funkcije O.
2
(
1 − P
a2
)
= 0/ : 2⇔
(
1 − P
a2
)
= 0⇔ P
a2
= 1/ · a2, (a , 0)⇔ P = a2 ⇒ a = √P, (a > 0)
Iz P = a · b i P = a2 slijedi a · b = a2, odnosno a = b. Stoga vrijedi a = b = √P.
Dakle, zakljucˇujemo da u domeni funkcije O postoji samo jedna stacionarna tocˇka funkcije
O. Ta nultocˇka njezine prve derivacije je tocˇka a =
√
P.
Promatramo na kojim intervalima vrijedi O′(a) > 0, a na kojima O′(a) < 0.
Rjesˇavamo nejednadzˇbu O′(a) > 0:
O′(a) > 0⇔ 2
(
1 − P
a2
)
> 0/ : 2⇔
(
1 − P
a2
)
> 0⇔ 1 > P
a2
/ · a2, (a2 > 0)
⇔ a2 > P/√ (funkcija drugog korijena je strogo rastuc´a)⇒ a > √P
Potom rjesˇavamo nejednadzˇbu O′(a) < 0:
O′(a) < 0⇔ 2
(
1 − P
a2
)
< 0/ : 2⇔
(
1 − P
a2
)
< 0⇔ 1 < P
a2
/ · a2, (a2 > 0)
⇔ a2 < P/√ (funkcija drugog korijena je strogo rastuc´a)⇒ a < √P
Stoga vrijedi
O′(a)

< 0, a ∈
〈
0,
√
P
〉
,
= 0, a =
√
P,
> 0, a ∈
〈√
P,+∞
〉
.
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Dakle, funkcija O u tocˇki a =
√
P postizˇe jedinstveni lokalni minimum na svojoj
domeni. Stoga funkcija O postizˇe najmanju vrijednost kada je a = b =
√
P, odnosno kada
je duljina jedne stranice pravokutnika jednaka amin =
√
P (slika 5.6). Tada je i duljina
druge stranice pravokutnika jednaka bmin =
√
P.
Slika 5.6: Graf funkcije O
To znacˇi da od svih pravokutnika zadane povrsˇine P najmanji opseg ima kvadrat cˇije
stranice imaju duljinu
√
P, a tada opseg iznosi
Omin = O(amin) = O
(√
P
)
= 2(amin + bmin) = 2
(√
P +
√
P
)
= 4
√
P.
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5.6 Kruzˇnice oko vrhova trokuta koje se dodiruju
Zadatak:
Oko vrhova A, B i C danog trokuta 4ABC opisˇimo kruzˇnice koje se medusobno dodiruju
izvana ([12], str. 50).
Rjesˇenje:
Analiza:
U ovom trenutku nec´emo raspravljati postoji li geometrijska metoda rjesˇavanja ovog kons-
truktivnog zadatka, vec´ odmah primjenjujemo algebarsku metodu. Ideja je da se nepoz-
nata velicˇina izrazi pomoc´u zadanih velicˇina i da se pomoc´u dobivenog izraza provede
konstrukcija.
Dakle, dan je trokut 4ABC cˇije stranice redom oznacˇavamo s a, b i c. Trebamo konstru-
irati kruzˇnice kA, kB i kC sa sredisˇtima u vrhovima A, B i C trokuta 4ABC. Stoga trebamo
odrediti duljine polumjera rA, rB i rC tih kruzˇnica.
Ocˇito je da c´e diralisˇta tih kruzˇnica biti tocˇke stranica trokuta 4ABC.
Buduc´i da se kruzˇnice kA i kB dodiruju izvana, vrijedi rA + rB = c.
Buduc´i da se kruzˇnice kB i kC dodiruju izvana, vrijedi rB + rC = a.
Buduc´i da se kruzˇnice kA i kC dodiruju izvana, vrijedi rA + rC = b.
Time smo konstruktivni zadatak sveli na rjesˇavanje sustava triju jednadzˇbi s trima nepoz-
nanicama rA, rB i rC:

rA + rB = c
rB + rC = a
rA + rC = b
.
Dobivamo da je rjesˇenje tog sustava rA =
1
2
(b + c − a), rB = 12 (a + c − b) i
rC =
1
2
(a + b − c).
Konstrukcija:
Najprije konstruiramo jedan od polumjera trazˇenih kruzˇnica rA, rB i rC. U slucˇaju da, npr.
prvo konstruiramo polumjer rA, potom oko vrhova A, B i C trokuta 4ABC redom opisujemo
kruzˇnice polumjera rA, c − rA i b − rA kao sˇto je prikazano na slici 5.7, odnosno u crtezˇu
Kruzˇnice oko vrhova trokuta.gsp.
Dokaz. Iz analize i opisa konstrukcije je ocˇito da se kruzˇnice s dobivenim polumjerima
dodiruju izvana. 
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Slika 5.7: Kruzˇnice oko vrhova trokuta koje se dodiruju izvana
Rasprava:
Zbog nejednakosti trokuta uvijek vrijedi rA > 0, rB > 0 i rC > 0 pa uvijek mozˇemo kons-
truirati trazˇene kruzˇnice. Stoga je zadatak uvijek rjesˇiv i uvijek ima jedinstveno rjesˇenje.
5.7 Konstrukcija kvadrata kojemu je zadan zbroj a + d
Zadatak:
Konstruirajte kvadrat kojemu je zadan zbroj a + d duljine stranice a i duljine dijagonale d.
Rjesˇenje:
Analiza:
Nacrtajmo skicu kvadrata ABCD. (Vidi sliku 5.8.) Duljinu njegovih stranica oznacˇimo s
a, a duljinu njegove dijagonale s d. Taj crtezˇ nadopunjujemo tako da se na njemu pojavi
pomoc´na figura cˇiji je jedan element duzˇina zadane duljine a + d. Produzˇujemo dijagonalu
AC (cˇija je duljina d) za duzˇinu CE duljine a. Uocˇimo da je duljina duzˇine AE jednaka
zadanoj duljini a + d. Buduc´i da je |BC| = |CE| = a, zakljucˇujemo da je trokut 4BEC
jednakokracˇan. Iz toga slijedi |∠CBE| = |∠BEC|. Ocˇito je da vrijedi |∠ECB| = 135◦. Stoga
je
|∠CBE| = |∠BEC| = 180
◦ − |∠ECB|
2
=
180◦ − 135◦
2
= 22, 5◦.
Buduc´i da je |AE| = a + d, |∠EAB| = 45◦ i |∠BEC| = |∠BEA| = 22, 5◦, uocˇavamo da
znamo kostruirati trokut 4BEA. Stoga znamo konstruirati i njegovu stranicu AB koja je
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zajednicˇka tom trokutu i trazˇenom kvadratu ABCD. Buduc´i da znamo konstruirati jednu
stranicu kvadrata, znamo konstruirati cijeli trazˇeni kvadrat.
Konstrukcija:
Konstruiramo duzˇinu AE cˇija je duljina a + d. Zatim konstruiramo pravac koji prolazi kroz
tocˇku E i koji s duzˇinom AE zatvara kut od 22, 5◦. S ”iste strane“ duzˇine AE konstruiramo
pravac koji prolazi tocˇkom A i koji s tom duzˇinom zatvara kut od 45◦. Sjecisˇte tih dvaju
konstruiranih pravaca oznacˇimo s B. Tocˇke A i B povezujemo duzˇinom cˇija je duljina a.
Na kraju konstruiramo preostale tri stranice kvadrata ABCD cˇija je duljina a. Konstrukcija
je prikazana na slici 5.8.
Slika 5.8: Prikaz konstrukcije kvadrata kojemu je zadan zbroj a + d
Dokaz. Iz analize i opisa konstrukcije je ocˇito da u trokutu 4BEA stranica AE ima za-
danu duljinu a + d. Stoga je taj trokut pomoc´na figura (lik) koja omoguc´uje konstrukciju
kvadrata ABCD. 
Rasprava:
Kada bismo pravce (koji prolaze tocˇkama A i E i zatvaraju odredene kutove s duzˇinom
AE) konstruirali s ”druge strane“ duzˇine AE, opisanom konstrukcijom bismo takoder dobili
trazˇeni kvadrat koji bi bio sukladan kvadratu dobivenom opisanom konstrukcijom.
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5.8 Tri kvadrata
Zadatak:
Dana su tri ”povezana“ kvadrata ABCD, BCEF i EFGH. Dokazˇi da je
|∠DCA| + |∠DEA| + |∠DHA| = 90◦.
Rjesˇenje:
Slutnja:
Ucˇenici mogu naslutiti da je tvrdnja istinita mjerec´i kutove u crtezˇu Tri kvadrata.gsp. (Vidi
sliku 5.9.)
Slika 5.9: Provjeravanje slutnje
Dokaz. Zadat c´emo sljedec´i Descartesov koordinatni sustav O ≡ D, |DC| = |AD| = 1,
pravac DH se podudara s osi apscisa, a pravac DA s osi ordinata. Dopunimo tri dana
kvadrata s josˇ sˇest njima sukladnih kvadrata. Time dobivamo veliki kvadrat IJHD. Tocˇke
K i L smjestimo u koordinatni sustav kao sˇto je naznacˇeno na slici 5.10.
Promatramo neke tocˇke i pravce. Odredujemo koordinate vrhova cˇetverokuta AKLE:
A(0,−1), K(1,−3), L(3,−2), E(2, 0). Potom odredujemo jednadzˇbe pravaca:
AK...y = −2x − 1
KL...y =
1
2
x − 7
2
EL...y = −2x + 4
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AE...y =
1
2
x − 1
AL...y = −1
3
x − 1
EK...y = 3x − 6
Usporedivanjem koeficijenata smjerova tih pravaca zakljucˇujemo sljedec´e:
AK⊥KL, AE⊥EL, AK‖EL, AE‖KL, AL⊥KE. Na temelju tih svojstava zakljucˇujemo da je
cˇetverokut AKLE kvadrat.
Slika 5.10: Skica za dokaz
Ocˇito je da vrijedi |∠DCA| = 45◦. Prema poucˇku o kutovima uz transverzalu (AE)
paralelnih pravaca (DH i AG) vrijedi |∠DEA| = |∠GAE|. Pravci DH i AH su u istom
odnosu kao i pravci AG i AL. Stoga vrijedi |∠DHA| = |∠GAL|. Iz svega toga slijedi
|∠DCA| + |∠DEA| + |∠DHA| = 45◦ + |∠GAE| + |∠GAL|. Buduc´i da je cˇetverokut AKLE
kvadrat, vrijedi |∠EAL| = 45◦.
Iz |∠GAE| + |∠GAL| = |∠EAL| = 45◦ slijedi
|∠DCA| + |∠DEA| + |∠DHA| = 45◦ + 45◦ = 90◦,
a to je upravo ono sˇto smo i trebali dokazati.
Uocˇimo da smo za dokazivanje cˇinjenice da je cˇetverokut AKLE kvadrat koristili me-
todu koordinata. Ostatak zadatka smo rijesˇili koristec´i temeljne cˇinjenice elementarne
geometrije. 
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5.9 Feynmanov trokut
Na stranicama BC, CA i AB jednakostranicˇnog trokuta 4ABC dane su tocˇke A′, B′ i C′
takve da je |BA′| = |CB′| = |AC′| = 1
3
|AB|, tj. svaki vrh trokuta 4ABC je duzˇinom spojen s
tocˇkom na nasuprotnoj stranici koju dijeli u omjeru 1 : 2 (gledano u smjeru suprotnom od
kretanja kazaljke na satu). U kojem su odnosu povrsˇina ”unutarnjeg“ trokuta 4DEF sˇto ga
odreduju pravci AA′, BB′ i CC′ i povrsˇina zadanog trokuta 4ABC?
Slutnja:
Ucˇenici mogu naslutiti odgovor (povrsˇina trokuta 4ABC je sedam puta vec´a od povrsˇine
trokuta 4DEF) mjerec´i povrsˇine trokuta 4ABC i 4DEF te usporedujuc´i ih u crtezˇu Feyn-
manov trokut (1).gsp (Vidi sliku 5.11.)
Slika 5.11: Nasluc´ivanje odnosa povrsˇina trokuta
Za pocˇetak kao poseban zadatak dokazujemo sljedec´u tvrdnju:
Trokut 4DEF je takoder jednakostranicˇan.
Slutnja:
Ucˇenici mogu naslutiti da je trokut 4DEF takoder jednakostranicˇan mjerec´i duljine stra-
nica trokuta 4DEF u crtezˇu Feynmanov trokut (2).gsp (slika 5.12).
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Slika 5.12: Provjeravanje tvrdnje da je 4DEF jednakostranicˇan
Dokaz. Ocˇito je da su trokuti 4ABA′ i 4BCB′ sukladni.
Iz toga slijedi |∠A′AB| = |∠B′BC| = |∠EBA′|. Buduc´i da je trokut 4ABC jednakostranicˇan,
vrijedi |∠ABC| = 60◦, tj. |∠ABA′| = 60◦.
|∠A′AB| = 180◦−|∠ABA′|−|∠BA′A| = 180◦−60◦−|∠BA′A| = 120◦−|∠BA′A| = 120◦−|∠BA′E|
Iz |∠A′AB| = |∠EBA′| i |∠A′AB| = 120◦ − |∠BA′E| slijedi |∠EBA′| = 120◦ − |∠BA′E|.
Znamo da je zbroj velicˇina unutarnjih kutova svakog trokuta jednak 180◦ pa je stoga
|∠BA′E| + |∠A′EB| + |∠EBA′| = 180◦.
Iz toga slijedi
|∠A′EB| = 180◦ − |∠BA′E| − |∠EBA′| = 180◦ − |∠BA′E| − (120◦ − |∠BA′E|)
= 180◦ − |∠BA′E| − 120◦ + |∠BA′E| = 60◦.
Prema poucˇku o vrsˇnim kutovima iz slike 5.12 slijedi |∠A′EB| = |∠DEF| pa je
|∠DEF| = 60◦.
Na analogan nacˇin racˇunamo da vrijedi |∠EFD| = 60◦, odnosno |∠FDE| = 60◦ pa iz toga
zakljucˇujemo da je trokut 4DEF jednakostranicˇan. 
Nakon sˇto smo dokazali da je trokut 4DEF jednakostranicˇan, vrac´amo se na rjesˇavanje
pocˇetnog problema. Uocˇavamo tri prirodne ideje.
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Prvi nacˇin rjesˇavanja
Zadatak je planimetrijski i jasno je da bi metoda povrsˇina trebala biti osnovno sredstvo
njegovog rjesˇavanja.
Oznacˇimo povrsˇinu trokuta 4DEF s x. Potom dopunimo polazni crtezˇ duzˇinama AD, BE
i CF.
Slika 5.13: Prvi nacˇin rjesˇavanja
Na slici 5.13 uocˇavamo tri trojke medusobno sukladnih trokuta.
- Povrsˇinu svakog od sukladnih trokuta 4AC′D, 4BA′E i 4CB′F oznacˇimo s u.
- Povrsˇinu svakog od sukladnih trokuta 4AFB′, 4BDC′ i 4CEA′ oznacˇimo s v.
- Povrsˇinu svakog od sukladnih trokuta 4ADF, 4BED i 4CFE oznacˇimo sa z.
Buduc´i da je |C′B| = 2|AC′|, sa slike 5.13 odcˇitavamo sljedec´e odnose povrsˇina trokuta:
P(4BDC′) = 2P(4AC′D), tj. v = 2u.
P(4BFC′) = 2P(4AC′F), tj. v + z + x = 2(u + z) = 2u + 2z = v + 2z⇒ z = x.
P(4BCC′) = 2P(4AC′C), tj. u + 2v + 2z + x = 2(2u + v + z) = 4u + 2v + 2z⇒ x = 3u.
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Konacˇno uocˇavamo da vrijedi
P(4ABC) = 3u + 3v + 3z + x = x + 3(2u) + 3x + x = 5x + 2(3u) = 5x + 2x = 7x
= 7P(4DEF).
Iz toga slijedi P(4DEF) : P(4ABC) = 1 : 7, odnosno P(4DEF)
P(4ABC) =
1
7
.
Drugi nacˇin rjesˇavanja
Prisjec´amo se da formula za povrsˇinu trokuta postoji u analiticˇkoj geometriji. Stoga treba
ispitati moguc´nost primjene analiticˇke geometrije, odnosno metode koordinata. Koordi-
natni sustav postavimo tako da se vrh A trokuta 4ABC podudara s ishodisˇtem, a stranica
AB pripada osi x koordinatnog sustava. Neka je pritom |AB| = 1.
Slika 5.14: Drugi nacˇin rjesˇavanja
Sa slike 5.14 dosta lako odcˇitamo koordinate vrhova A i B te djelisˇne tocˇke C′: A(0, 0),
B(1, 0), C
(
1
3
, 0
)
.
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Buduc´i da je 4ABC jednakostranicˇan trokut sa stranicama cˇija je duljina jednaka 1, lako
izracˇunamo koordinate tocˇke C
12 ,
√
3
2
.
Prisjec´amo se formula za odredivanje koordinata djelisˇta duzˇine u zadanom omjeru. Neka
su tocˇke T1(x1, y1) i T2(x2, y2) krajevi duzˇine T1T2. Tocˇka S je djelisˇte duzˇine T1T2 u omjeru
λ ako je |T1S | = λ|S T2|. Tada tocˇka S ima koordinate: xS = x1 + λx21 + λ , yS =
y1 + λy2
1 + λ
.
Pomoc´u toga racˇunamo koordinate djelisˇnih tocˇaka A′ i B′: A′
56 ,
√
3
6
, B′ 13 ,
√
3
3
.
Za odredivanje vrhova D, E i F trokuta 4DEF trebamo odrediti pravaca AA′, BB′ i CC′:
AA′...y =
√
3
5
x
BB′...y = −
√
3
2
x +
√
3
2
CC′...y = 3
√
3x − √3.
Odredivanjem sjecisˇta parova pravaca ({D} = AA′∩CC′, {E} = AA′∩BB′, {F} = BB′∩CC′)
nalazimo: D
 514 ,
√
3
14
, E 57 ,
√
3
7
, F 37 , 2
√
3
7
.
Pomoc´u analiticˇke formule za povrsˇinu trokuta konacˇno racˇunamo odnos povrsˇine trokuta
4DEF i povrsˇine trokuta 4ABC:
P(4DEF) = 1
2
|xD(yE − yF) + xE(yF − yD) + xF(yD − yE)|
=
1
2
∣∣∣∣∣∣ 514
 √37 − 2
√
3
7
 + 57
2√37 −
√
3
14
 + 37
 √314 −
√
3
7
∣∣∣∣∣∣ =
√
3
28
.
P(4ABC) = 1
2
|AB| · vC = 12 · 1 ·
√
3
2
=
√
3
4
P(4DEF)
P(4ABC) =
√
3
28√
3
4
=
1
7
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Trec´i nacˇin rjesˇavanja
Prisjec´amo se da formula za povrsˇinu trokuta postoji u trigonometriji. Stoga treba ispitati
moguc´nost primjene algebarske metode u trigonometriji.
Na slici 5.15 oznacˇimo s α i β kutove na koje pravci AA′, BB′ i CC′ dijele unutarnje kutove
trokuta 4ABC, a s C1 nozˇisˇte visine iz vrha C. Neka je |AB| = 1.
Slika 5.15: Trec´i nacˇin rjesˇavanja
Buduc´i da je trokut 4ABC jednakostranicˇan sa stranicama duljine 1, vrijedi
vC = |CC1| =
√
3
2
.
Potom po Pitagorinom poucˇku racˇunamo duljinu hipotenuze C′C pravokutnog trokuta
4C′C1C:
|C′C1| = |AC1| − |AC′| = 12 −
1
3
=
1
6
,
|C′C| =
√
|C′C1|2 + |CC1|2 =
√(
1
6
)2
+
 √32
2 = √73 .
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Zbog slicˇnosti trokuta je ocˇito da vrijedi |AD| = |CF|. Uocˇimo da prema poucˇku o sinusima
za trokut 4ADC vrijedi sinα
sin β
=
|AD|
|CD| =
|CF|
|CD| .
Za trokut 4AC′C vrijedi sinα
sin ∠CAC′
=
sinα
sin 60◦
=
|AC′|
|CC′| =
1
3√
7
3
=
√
7
7
.
Za trokut 4BCC′ vrijedi sin β
sin ∠C′BC
=
sin β
sin 60◦
=
|C′B|
|CC′| =
2
3√
7
3
=
2
√
7
7
.
Iz
sinα
sin 60◦
=
√
7
7
i
sin β
sin 60◦
=
2
√
7
7
slijedi
sinα
sin β
=
sinα
sin 60◦
sin β
sin 60◦
=
√
7
7
2
√
7
7
=
1
2
.
Stoga vrijedi
|CF|
|CD| =
sinα
sin β
=
1
2
, odnosno |CD| = 2|CF|.
Sa slike 5.15 odcˇitavamo |CD| = |CF|+|FD| pa vrijedi |CF|+|FD| = 2|CF|, tj. |FD| = |CF|.
Za trokut 4AC′D vrijedi sinα
sin ∠C′DA
=
sinα
sin 60◦
=
|DC′|
|AC′| =
|DC′|
1
3
= 3|DC′|.
Iz
sin β
sin 60◦
=
2
√
7
7
i
sinα
sin 60◦
= 3|DC′| slijedi sinα
sin β
=
sinα
sin 60◦
sin β
sin 60◦
=
3|DC′|
2
√
7
7
=
3
√
7|DC′|
2
.
Stoga vrijedi
1
2
=
sinα
sin β
=
3
√
7|DC′|
2
, odnosno 3
√
7|DC′| = 1, a iz toga slijedi |DC′| =
√
7
21
.
Sa slike 5.15 odcˇitavamo da vrijedi |CC′| = |CF| + |FD| + |DC′| = |FD| + |DC′|.
Buduc´i da je |CC′| =
√
7
3
, |CF| = |FD| i |DC′| =
√
7
21
, slijedi da je
√
7
3
= |CC′| = |CF| + |FD| + |DC′| = |FD| + |FD| +
√
7
21
= 2|FD| +
√
7
21
.
Na temelju toga zakljucˇujemo 2|FD| =
√
7
3
−
√
7
21
=
2
√
7
7
, odnosno |FD| =
√
7
7
.
Konacˇno je P(4DEF) : P(4ABC) = |FD|
2
√
3
4
:
|AB|2√3
4
=
 √77
2 : 12 = 17 : 1 = 1 : 7.
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Dakle, ovim trima dokazima smo dokazali nasˇu slutnju da je povrsˇina pocˇetnog trokuta
4ABC tocˇno sedam puta vec´a od povrsˇine nastalog ”unutarnjeg“ trokuta 4DEF.
Generalizacije
Osim sˇto se zadatak mozˇe rijesˇiti na navedena tri nacˇina, on omoguc´uje i lijepa daljnja
promisˇljanja. Razmatranja se mogu nastaviti u smjeru istrazˇivanja opc´enitijih tvrdnji cˇije
dokazivanje mozˇemo iskoristiti za tri nova, slozˇenija zadatka, ali iznimno pogodna za rad
s naprednijim ucˇenicima.
Mozˇemo konstantu
1
3
zamijeniti varijablom
1
n
, pri cˇemu je n prirodan broj vec´i ili jednak
3. Tada dobivamo sljedec´u generalizaciju:
1) Neka je 4ABC jednakostranicˇan trokut i |BA′| = |CB′| = |AC′| = 1
n
|AB|, n ∈ N, n ≥ 3.
Tada je trokut 4DEF takoder jednakostranicˇan, za povrsˇine vrijedi opc´enitija jednakost:
P(4DEF) = (n − 2)
2
n2 − n + 1P(4ABC).
Nadalje, jednakostranicˇni trokut mozˇemo zamijeniti bilo kojim trokutom, a time dobivamo
sljedec´u generalizaciju:
2) Neka je 4ABC trokut i |BA′| = 1
3
|BC|, |CB′| = 1
3
|CA|, |AC′| = 1
3
|AB|. Tada za povrsˇine
ostaje sacˇuvan odnos, tj. vrijedi: P(4DEF) = 1
7
P(4ABC).
Istinitost te tvrdnje ucˇenici mogu provjeriti zakljucˇujuc´i nepotpunom indukcijom na teme-
lju konacˇnog broja slucˇajeva u crtezˇu Feynmanov trokut (generalizacija 2).gsp.
Povijesna crtica:
Inacˇe, ovaj problem je postavljen poznatom fizicˇaru Richardu Feynmanu (1918. - 1988.)
tijekom vecˇernjeg objeda nakon kolokvija (strucˇni razgovor i razmjena misˇljenja) na ”Sve-
ucˇilisˇtu Cornell“. On je proveo vec´inu vecˇeri najprije pokusˇavajuc´i opovrgnuti istinitost te
tvrdnje, ali je na kraju ipak uspio dokazati njezinu tocˇnost.
Takoder, mozˇemo konstantu
1
3
zamijeniti varijablom
1
n
, n ∈ N, n ≥ 3, i jednakostranicˇni
trokut zamijeniti bilo kojim trokutom. Rezultat tog promisˇljanaj bi bila sljedec´a generali-
zacija:
3) Neka je 4ABC trokut i |BA′| = 1
n
|BC|, |CB′| = 1
n
|CA|, |AC′| = 1
n
|AB|, n ∈ N, n ≥ 3. Tada
za povrsˇine vrijedi opc´enitija jednakost: P(4DEF) = (n − 2)
2
n2 − n + 1P(4ABC).
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Istinitost te tvrdnje ucˇenici mogu provjeriti zakljucˇujuc´i nepotpunom indukcijom na teme-
lju konacˇnog broja slucˇajeva u crtezˇu Feynmanov trokut (generalizacija 3).gsp.
Dokazat c´emo tvrdnju 1). Prije nego sˇto prijedu na dokazivanje te tvrdnje, ucˇenici se mogu
uvjeriti u istinitost te tvrdnje zakljucˇujuc´i nepotpunom indukcijom na temelju konacˇnog
broja slucˇajeva u crtezˇu Feynmanov trokut (generalizacija 1).gsp.
Dokaz. Razmatramo jednakostranicˇni trokut 4ABC prikazan na slici 5.16.
Neka je |AB| = |BC| = |CA| = n, n ∈ N, n ≥ 3. Na stranicama BC, CA i AB dane su
tocˇke A′, B′ i C′ takve da je |BA′| = |CB′| = |AC′| = 1
n
|AB|, tj. svaki vrh trokuta 4ABC je
duzˇinom spojen s tocˇkom na nasuprotnoj stranici koju dijeli u omjeru 1 : (n − 1) (gledano
u smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu). Stoga je |AC′| = |BA′| = |CB′| = 1.
Slika 5.16: Slika za dokaz prve generalizacije
Prema poucˇku o kosinusu vrijedi:
|B′B|2 = |BC|2 + |B′C|2 − 2|BC| · |B′C| · cos |∠BCB′| = n2 + 12 − 2 · n · 1 · cos 60◦ = n2 − n + 1.
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Iz toga slijedi |B′B| = √n2 − n + 1.
Buduc´i da vrijedi |∠FB′C| = |∠CB′B| i |∠FCB′| = |∠CBB′|, zakljucˇujemo (prema K-K
teoremu o slicˇnosti trokuta) da su trokuti 4BCB′ i 4CFB′ slicˇni.
Iz toga slijedi
|B′F|
|B′C| =
|B′C|
B′B
, odnosno |B′F| = |B
′C|
B′B
·|B′C| = 1√
n2 − n + 1
·1 = 1√
n2 − n + 1
.
Na analogan nacˇin zakljucˇujemo |C′D| = |A′E| = 1√
n2 − n + 1
.
Iz slicˇnosti trokuta 4BCB′ i 4CFB′ slijedi i |FC||B′C| =
|BC|
BB′
, odnosno
|FC| = |BC|
BB′
· |B′C| = n√
n2 − n + 1
· 1 = n√
n2 − n + 1
.
Na analogan nacˇin zakljucˇujemo |AD| = |BE| = n√
n2 − n + 1
. Stoga je
|EF| = |BB′| − |B′F| − |BE| =
√
n2 − n + 1 − 1√
n2 − n + 1
− n√
n2 − n + 1
=
n2 − n + 1 − 1 − n√
n2 − n + 1
=
n2 − 2n√
n2 − n + 1
=
n(n − 2)√
n2 − n + 1
.
Primjenom svojstva simetrije zakljucˇujemo da je 4DEF takoder jednakostranicˇan trokut
sa stranicama cˇija je duljina
n(n − 2)√
n2 − n + 1
· 1
n
=
n − 2√
n2 − n + 1
duljine stranice trokuta 4ABC.
Stoga povrsˇina trokuta 4DEF iznosi
(
n − 2√
n2 − n + 1
)2
, odnosno
(n − 2)2
n2 − n + 1 povrsˇine tro-
kuta 4ABC.
Dakle, ovime smo dokazali da povrsˇina ”unutarnjeg“ trokuta 4DEF iznosi
(n − 2)2
n2 − n + 1
povrsˇine nastalog pocˇetnog trokuta 4ABC. 
5.10 Odnos zbroja duljina visina trokuta i duljine
polumjera kruzˇnice upisane trokutu
Zadatak: Za duljine visina va, vb, vc trokuta i polumjer r trokutu upisane kruzˇnice vrijedi
nejednakost va + vb + vc ≥ 9r. Znak jednakosti vrijedi ako i samo ako je trokut jednakos-
tranicˇan. Dokazˇi!
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Slutnja:
Ucˇenici mogu naslutiti da je tvrdnja istinita mjerec´i duljine visina trokuta i polumjer njemu
upisane kruzˇnice u crtezˇu Zbroj duljina visina u trokutu.gsp (slika 5.17).
Slika 5.17: Odnos izmedu va + vb + vc i r kruzˇnice opisane trokutu
Metodicˇka analiza
Uocˇavamo da je zadatak geometrijske prirode, ali da se u tvrdnji pojavljuje nejednakost.
To nas navodi da bi prvi korak pri dokazivanju mogao biti svodenje zadatka na cˇisto alge-
barski zadatak, tj. na algebarsku nejednakost.
Uvodimo sljedec´e oznake:
a, b, c - duljine stranica trokuta
va, vb, vc - duljine odgovarajuc´ih visina trokuta
r - duljina polumjera kruzˇnice upisane trokutu
P - povrsˇina trokuta
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Znamo da tada za trokut vrijedi
P =
1
2
ava, P =
1
2
bvb, P =
1
2
cvc, P = rs,
(
s =
a + b + c
2
)
.
Te cˇinjenice nam omoguc´uju zamjenu duljina visina va, vb, vc i polumjera r duljinama
stranica trokuta a, b i c:
va =
2P
a
, vb =
2P
b
, vc =
2P
c
, r =
P
s
=
2P
a + b + c
.
Unesemo li dobivene odnose u polaznu nejednakost va + vb + vc ≥ 9r, dobivamo
2P
a
+
2P
b
+
2P
c
≥ 9 2P
a + b + c
,
odnosno
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
. Time smo pocˇetni zadatak sveli na algebarski zadatak.
Buduc´i da su duljine stranica trokuta uvijek pozitivni brojevi, zapravo trebamo dokazati da
za pozitivne brojeve a, b i c vrijedi nejednakost
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
.
Prvi nacˇin rjesˇavanja
Nejednakost je tako gradena da se u njoj lako prepoznaje aritmeticˇka sredina triju pozitiv-
nih brojeva, a vidljiv je i dio harmonijske sredine. Stoga nasluc´ujemo moguc´nost primjene
HA nejednakosti.
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
/ : 3⇔
1
a
+
1
b
+
1
c
3
≥ 3
a + b + c
Buduc´i da su a, b i c pozitivni brojevi te da je racionalna funkcija strogo padajuc´a na
intervalu 〈0,+∞〉, ta nejednakost je ekvivalentna nejednakosti 3
1
a
+
1
b
+
1
c
≤ a + b + c
3
. Ta
nejednakost je istinita jer znamo da aritmeticˇka sredina triju pozitivnih brojeva nije manja
od harmonijske sredine tih brojeva, tj. vrijedi H ≤ A.
Time smo dokazali da vrijedi
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
.
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Drugi nacˇin rjesˇavanja
U slucˇaju da nam prva ideja promakne, mozˇemo u dobivenoj nejednakosti prepoznati arit-
meticˇku sredinu, a nasluc´ujemo da se tu mozˇda krije i geometrijska sredina triju pozitivnih
brojeva. Stoga bismo mozˇda mogli primijeniti AG nejednakost.
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
⇔ bc + ac + ab
abc
≥ 9
a + b + c
Dakle, postupak nastavljamo mnozˇenjem nejednakosti zajednicˇkim nazivnikom
abc(a + b + c), a tom transformacijom dobivamo ekvivalentni oblik
(a + b + c)(bc + ac + ab) ≥ 9abc.
(a + b + c)(bc + ac + ab) ≥ 9abc/ : 9⇔ (a + b + c)(bc + ac + ab)
9
≥ abc
⇔ a + b + c
3
· bc + ac + ab
3
≥ abc⇔ a + b + c
3
· bc + ac + ab
3
≥ 3√abc · 3√bc · ac · ab
Ta nejednakost je istinita jer znamo da aritmeticˇka sredina triju pozitivnih brojeva nije
manja od geoemetrijske sredine tih brojeva, tj. vrijedi A ≥ G. Time smo dokazali da
vrijedi
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
.
Trec´i nacˇin rjesˇavanja
Ako nije uocˇena primjena nijedne od nejednakosti o sredinama, nastavljamo s transfor-
miranjem nejednakosti
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
dobivene u pocˇetku prethodnog nacˇina
rjesˇavanja. Mnozˇenjem izraza u zagradama dobivamo nejednakost
abc + a2c + a2b + b2c + abc + ab2 + bc2 + ac2 + abc ≥ 9abc,
a dodatnim sredivanjem ab2 + ac2 + a2b + c2b + a2c + b2c ≥ 6abc. Podijelimo li gornju
nejednakost s abc, dobivamo
b
c
+
c
b
+
a
c
+
c
a
+
a
b
+
b
a
≥ 6.
Koristit c´emo pomoc´nu nejednakost koju dobivamo na sljedec´i nacˇin:
(u− v)2 ≥ 0⇔ u2 − 2uv + v2 ≥ 0⇔ u2 + v2 ≥ 2uv⇔ u
2 + v2
uv
≥ 2, (u, v > 0)⇔ u
v
+
v
u
≥ 2.
Jasno je da iz toga slijedi istinitost nejednakosti
b
c
+
c
b
+
a
c
+
c
a
+
a
b
+
b
a
≥ 6 koja je
ekvivalentna pocˇetnoj nejednakosti
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
pa je time tvrdnja dokazana.
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Cˇetvrti nacˇin rjesˇavanja
Uocˇimo da se prethodni dokazi temelje na primjeni pomoc´nih nejednakosti. Medutim, do-
kaz nejednakosti
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
uvijek se mozˇe provesti i bez pomoc´nih cˇinjenica,
odnosno kad te pomoc´ne cˇinjenice basˇ i nisu uocˇljive. Stoga nam kao posljednji nacˇin uvi-
jek ostaje analiticˇko-sinteticˇka metoda. Na temelju nejednakosti dobivenih u prethodnim
nacˇinima dokazivanja sazˇeto prikazujemo ovaj nacˇin dokazivanja.
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
⇔ (a + b + c)(bc + ac + ab) ≥ 9abc
⇔ ab2 + ac2 + a2b + c2b + a2c + b2c − 6abc ≥ 0
⇔ (ab2 + ac2 − 2abc) + (a2b + c2b − 2abc) + (a2c + b2c − 2abc) ≥ 0
⇔ a(b2 + c2 − 2bc) + b(a2 + c2 − 2ac) + c(a2 + b2 − 2ab) ≥ 0
⇔ a(b − c)2 + b(c − a)2 + c(a − b)2 ≥ 0
⇔ a, b, c > 0
Zbroj va + vb + vc je najmanji i jednak 9r kad u nejednakosti
1
a
+
1
b
+
1
c
≥ 9
a + b + c
vrijedi
znak jednakosti, a to je ispunjeno onda kad znak jednakosti vrijedi u
3
1
a
+
1
b
+
1
c
≤ a + b + c
3
(u prvom nacˇinu rjesˇavanja), kad vrijedi znak jednakosti u
a + b + c
3
· bc + ac + ab
3
≥ 3√abc · 3√bc · ac · ab
(u drugom nacˇinu rjesˇavanja), kad vrijedi znak jednakosti u
b
c
+
c
b
+
a
c
+
c
a
+
a
b
+
b
a
≥ 6 (u
trec´em nacˇinu rjesˇavanja), odnosno kad vrijedi znak jednakosti u
a(b − c)2 + b(c − a)2 + c(a − b)2 ≥ 0 (u cˇetvrtom nacˇinu rjesˇavanja). To vrijedi ako i samo
ako je a = b = c. Stoga zakljucˇujemo da je zbroj va + vb + vc najmanji i jednak 9r kad je
trokut jednakostranicˇan.
Uocˇimo da su navedeni dokazi bili relativno kratki, ali i da se u trima dokazima koris-
tila neka pomoc´na nejednakost. U tom slucˇaju nastavnik matematike mora biti oprezan
pitajuc´i se je li pomoc´na nejednakost dovoljno poznata te je li dokaz pomoc´ne nejedna-
kosti laksˇi od dokaza trazˇene nejednakosti.
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Ovaj zadatak mozˇemo preinacˇiti u laksˇi zadatak:
Ako za duljine visina va, vb, vc i polumjer r trokuta njemu upisane kruzˇnice vrijedi jedna-
kost va + vb + vc = 9r, onda je taj trokut jednakostranicˇan. Dokazˇi!
Evo formulacije i tezˇe varijacije tog zadatka:
Ispitajte odnos sume duljina visina trokuta i polumjera trokuta njemu upisane kruzˇnice.
Uocˇimo da smo ovaj zadatak rijesˇili na visˇe razlicˇitih nacˇina. Inacˇe je rjesˇavanje jed-
nog zadatka na visˇe razlicˇitih nacˇina ”dobro su sredstvo za aktivnije razmisˇljanje ucˇenika i
djelotvornije ponavljanje i utvrdivanje stecˇenog znanja“ ([14], str. 1).
5.11 Zanimljivo svojstvo tangencijalnog cˇetverokuta
Zadatak: Simetrale stranica tangencijalnog cˇetverokuta tvore novi tangencijalni cˇetverokut.
Dokazˇi!
Slutnja:
Ucˇenici mogu naslutiti da je tvrdnja istinita konstruirajuc´i zadanu situaciju u crtezˇu Tan-
gencijalni cˇetverokut (1).gsp.
Dokaz. Koristimo oznake kao na slici 5.18. Pritom josˇ definiramo sljedec´e oznake:
a := |AB|
b := |BC|
c := |CD|
d := |DA|
tA - udaljenost tocˇke A od diralisˇta tangente iz tocˇke A na kruzˇnicu k1 upisanu zadanom
cˇetverokutu
tB - udaljenost tocˇke B od diralisˇta tangente iz tocˇke B na kruzˇnicu k1 upisanu zadanom
cˇetverokutu
tC - udaljenost tocˇke C od diralisˇta tangente iz tocˇke C na kruzˇnicu k1 upisanu zadanom
cˇetverokutu
tD - udaljenost tocˇke D od diralisˇta tangente iz tocˇke D na kruzˇnicu k1 upisanu zadanom
cˇetverokutu
r - duljina radijusa kruzˇnice k1 upisanu zadanom cˇetverokutu
Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo da je r = 1.
Buduc´i da je trokut 4MXD pravokutan, vrijedi cos |∠XDM| = |XD||MD| , odnosno
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Slika 5.18: Zanimljivo svojstvo tangencijalnog cˇetverokuta
|MD| = |XD|
cos |∠XDM| . Ocˇito je da vrijedi |XD| =
|DA|
2
=
d
2
pa iz toga slijedi
|MD| =
d
2
cos |∠XDM| =
d
2 cos |∠XDM| .
Iz crtezˇa 5.18 uocˇavamo da vrijedi |∠XDM| = 180◦ − |∠ADC|. Buduc´i da opc´enito vrijedi
cos (180◦ − x) = − cos x, x ∈ R, iz toga slijedi
cos |∠XDM| = cos (180◦ − |∠ADC|) = − cos |∠ADC|.
Stoga vrijedi |MD| = − d
2 cos |∠ADC| .
|MW | = |MD| + |DW | = − d
2 cos |∠ADC| +
|CD|
2
=
c
2
− d
2 cos |∠ADC|
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Iz crtezˇa 5.18 slijedi da je ctg |∠MFW | = |FW ||MW | . Buduc´i da je trokut 4FWM pravokutan,
vrijedi |∠MFW | = 90◦ − |∠FMW | = 90◦ − (90◦ − |∠XDM|) = |∠XDM| = 180◦ − |∠ADC|.
Iz ctg (180◦ − |∠ADC|) = |FW ||MW | slijedi |FW | = |MW | · ctg (180
◦ − |∠ADC|).
Vrijedi ctg (180◦ − |∠ADC|) = cos (180
◦ − |∠ADC|)
sin (180◦ − |∠ADC|) = −
cos |∠ADC|
sin |∠ADC| . Stoga je
|FW | =
(
c
2
− d
2 cos |∠ADC|
)
·
(
−cos |∠ADC|
sin |∠ADC|
)
=
d
2 sin |∠ADC| −
c
2
ctg |ADC|.
Analogno zakljucˇujemo da vrijedi |FX| = c
2 sin |∠ADC| −
d
2
ctg |∠ADC|. Stoga vrijedi
2(|FX| − |FW |) = 2
[
c
2 sin |∠ADC| −
d
2
ctg |∠ADC| −
(
d
2 sin |∠ADC| −
c
2
ctg |∠ADC|
)]
= 2
(
c
2 sin |∠ADC| −
d
2
ctg |∠ADC| − d
2 sin |∠ADC| +
c
2
ctg |∠ADC|
)
=
c
sin |∠ADC| −
d
sin |∠ADC| + c ctg |∠ADC| − d ctg |∠ADC|
=
c − d
sin |∠ADC| + (c − d) ctg |∠ADC|
= (c − d)
(
1
sin |∠ADC| + ctg |∠ADC|
)
= (c − d)
(
1
sin |∠ADC| +
cos |∠ADC|
sin |∠ADC|
)
= (c − d)1 + cos |∠ADC|
sin |∠ADC| .
Buduc´i da vrijedi ctg
( x
2
)
=
1 + cos x
sin x
, x ∈ R, zakljucˇujemo
2(|FX| − |FW |) = (c − d) ctg |∠ADC|
2
.
Iz slike 5.18 uocˇavamo da vrijedi ctg
|∠ADC|
2
=
tD
r
=
tD
1
= tD pa je stoga
2(|FX| − |FW |) = (c − d)tD.
Na analogan nacˇin zakljucˇujemo da vrijedi:
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2(|HZ| − |HY |) = (a − b)tB,
2(|EY | − |EX|) = (d − a)tA,
2(|GW | − |GZ|) = (b − c)tC.
Analiza:
Trebamo dokazati da je nastali cˇetverokut EFGH tangencijalan pa stoga provjeravamo
je li zbroj duljina nasuprotnih stranica tog cˇetverokuta jednak, tj. dokazujemo da vrijedi
|EF| + |GH| = |FG| + |EH|, odnosno |EF| − |EH| + |GH| − |FG| = 0.
Iz crtezˇa 5.18 je ocˇito da vrijedi
|EF| = |FX| − |EX|,
|EH| = |HY | − |EY |,
|GH| = |HZ| − |GZ|,
|FG| = |FW | − |GW |.
Stoga iz |EF| − |EH| + |GH| − |FG| = 0 slijedi
(|FX| − |EX|) − (|HY | − |EY |) + (|HZ| − |GZ|) − (|FW | − |GW |) = 0, odnosno
2(|FX| − |EX|) − 2(|HY | − |EY |) + 2(|HZ| − |GZ|) − 2(|FW | − |GW |) = 0.
Uvidom u prethodni rezultat zakljucˇivanja uvidamo da je navedena jednakost ekvivalentna
jednakosti
(c − d)tD + (a − b)tB + (d − a)tA + (b − c)tC = 0, odnosno
(c − d)tD − (b − a)tB + (d − a)tA − (c − b)tC = 0.
Buduc´i da je cˇetverokut ABCD tangencijalan, vrijedi da je zbroj duljina dviju nasuprotnih
stranica tog cˇetverokuta jednak zbroju duljina drugih dviju stranica istog cˇetverokuta, tj.
vrijedi a + c = b + d.
a + c = b + d / − a − d ⇒ c − d = b − a
a + c = b + d / − a − b⇒ c − b = d − a
Uvrsˇtavajuc´i to u (c − d)tD − (b − a)tB + (d − a)tA − (c − b)tC = 0 dobivamo
(c − d)tD − (c − d)tB + (d − a)tA − (d − a)tC = 0, odnosno
(c − d)(tD − tB) + (d − a)(tA − tC) = 0.
Iz crtezˇa zakljucˇujemo
c = tC + tD
d = tD + tA
}
⇒ c − d = (tC + tD) − (tD + tA) = tC − tA,
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d = tD + tA
a = tA + tB
}
⇒ d − a = (tD + tA) − (tA + tB) = tD − tB.
Uvrsˇtavajuc´i to u (c − d)(tD − tB) + (d − a)(tA − tC) = 0 dobivamo
(tC − tA)(tD − tB) + (tD − tB)(tA − tC) = 0, odnosno
(tC − tA)(tD − tB) − (tC − tA)(tD − tB) = 0, a ocˇito je da to vrijedi.
Sinteza:
Sintezu provodimo koristec´i analizu, ali obrnutim smjerom zakljucˇivanja. Time c´emo za-
kljucˇiti da za cˇetverokut EFGH vrijedi |EF| + |GH| = |FG| + |EH|. Na temelju toga, a ko-
ristec´i obrat teorema o tangencijalnom cˇetverokutu, zakljucˇujemo da je cˇetverokut EFGH
tangencijalan. 
Napomena:
Uocˇimo da smo tijekom rjesˇavanja ovog zadatka koristili visˇe razlicˇitih metoda: alge-
barsku metodu, metodu pomoc´nih likova, metodu supstitucije i analiticˇko-sinteticˇku
metodu. Ovaj zadatak je izrazito slozˇen te je za negovo rjesˇavanje potreban visok stupanj
povezivanja. Stoga je ovo ”pravi“ problemski zadatak za cˇije rjesˇavanje bi bilo najpogod-
nije heuristicˇko vodenje (naprednih) ucˇenika.
5.12 Pravci (sjecisˇta, odsjecˇci, dijelovi ravnine)
Zadatak:
U ravnini je dano n pravaca p1, p2,..., pn u opc´em polozˇaju (nema paralelnih i nikoja tri
ne prolaze istom tocˇkom). Neka je an ukupan broj sjecisˇta tih pravaca, bn ukupan broj
odsjecˇaka na koje su ti pravci podijeljeni sjecisˇtima, a cn ukupan broj dijelova na koje ti
pravci dijele ravninu. Ispitajmo vrijednost izraza an−bn + cn u ovisnosti o prirodnom broju
n ([12], str. 213).
Rjesˇenje:
Pogledajmo niz konkretnih slucˇajeva prebrojavajuc´i broj sjecisˇta, broj odsjecˇaka i broj di-
jelova ravnine na crtezˇu Pravci (sjecisˇta, odsjecˇci, dijelovi ravnine).gsp, odnosno na slici
5.19.
Uocˇimo da navedene velicˇine ima smisla promatrati za n ≥ 2. Naime, u trivijalnoj situaciji
za n = 1 (samo jedan pravac se nalazi u ravnini) mozˇemo rec´i da je ukupan broj sjecisˇta
a1 = 0, ukupan broj odjecˇaka (dijelova pravaca) b1 = 1, a ukupan broj dijelova ravnine
c1 = 2. Stoga bismo mogli rec´i da u tom slucˇaju vrijedi a1 − b1 + c1 = 0 − 1 + 2 = 1.
Za n = 2 uocˇavamo a2 = 1, b2 = 4, c2 = 4 pa je a2 − b2 + c2 = 1 − 4 + 4 = 1.
Za n = 3 uocˇavamo a3 = 3, b3 = 9, c3 = 7 pa je a3 − b3 + c3 = 3 − 9 + 7 = 1.
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Za n = 4 uocˇavamo a4 = 6, b4 = 16, c4 = 11 pa je a4 − b4 + c4 = 6 − 16 + 11 = 1.
Za n = 5 uocˇavamo a5 = 10, b5 = 25, c5 = 16 pa je a5 − b5 + c5 = 10 − 25 + 16 = 1.
Na temelju toga nasluc´ujemo da bi mogla vrijediti generalizacija an − bn + cn = 1 koja je u
potpunosti smislena za n ≥ 2.
Slika 5.19: Pravci (sjecisˇta, odsjecˇci, dijelovi ravnine)
Dokaz. Dokaz provodimo pomoc´u principa matematicˇke indukcije po n, n ≥ 2.
1) Baza indukcije:
Za n = 2 vrijedi da je a2 − b2 + c2 = 1 − 4 + 4 = 1.
2) Pretpostavka indukcije:
Pretpostavimo da za neki prirodni broj n, n ≥ 2, vrijedi nasluc´ena jednakost an−bn+cn = 1.
3) Korak indukcije:
Na temelju te pretpostavke zˇelimo dokazati da slijedi valjanost te jednakosti i za prirodni
broj n + 1, tj. da vrijedi an+1 − bn+1 + cn+1 = 1, n ≥ 2.
98 POGLAVLJE 5. RJESˇAVANJE GEOMETRIJSKIH PROBLEMA
Pravac pn+1 presijeca sve pravce p1, p2,..., pn pa na svakom povec´a broj sjecisˇta za 1. Stoga
vrijedi an+1 = an + n · 1 = an + n. To znacˇi da se broj sjecisˇta an povec´a za n.
Jednako tako, buduc´i da pravac pn+1 presijeca sve pravce p1, p2,..., pn, na svakom povec´a
broj odsjecˇaka za 1. S druge strane, pravci p1, p2,..., pn odsijecaju na pravcu pn+1 ukupno
n + 1 odsjecˇak. Stoga vrijedi bn+1 = bn + n · 1 + (n + 1) = bn + 2n + 1. To znacˇi da se broj
odsjecˇaka bn povec´a za 2n + 1.
Buduc´i da pravci p1, p2,..., pn presijecaju pravac pn+1 na ukupno n + 1 dijelova, uocˇavamo
da se upravo za toliko povec´a broj dijelova ravnine cn dodavanjem pravca pn+1. Dakle,
zakljucˇujemo da vrijedi cn+1 = cn + n + 1.
Prema tome i koristec´i pretpostavku indukcije racˇunamo da je:
an+1 − bn+1 + cn+1 = (an + n) + (bn + 2n + 1) + (cn + n + 1)
= (an − bn + cn) + (n − 2n − 1 + n + 1)
= an − bn + cn = 1
Zaista, primjenom pretpostavke indukcije smo dobili ono sˇto smo i zˇeljeli.
Buduc´i da smo provjerili da:
- jednakost vrijedi za n = 2
- iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodni broj n slijedi da vrijedi i za n + 1,
prema aksiomu matematicˇke indukcije zakljucˇujemo da je izraz an − bn + cn jednak broju
1 za svaki prirodni broj n ≥ 2. 
5.13 Pravci koji dijele ravninu
Zadatak 1:
Neka je u ravnini dano n pravaca p1, p2,..., pn u opc´em polozˇaju (nikoja tri ne prolaze jed-
nom tocˇkom niti medu njima ima paralelnih) i neka je D2(n) broj dijelova na koje ti pravci
dijele ravninu. Koliki je D2(n)?
Rjesˇenje:
D2(n) c´emo odrediti primjenom metode rekurzije.
Promatrajmo broj dijelova D2(n−1) na koje n−1 pravac p1, p2,...,pn ravnine dijeli ravninu.
Uocˇimo da mozˇemo koristiti sliku 5.19 iz prethodnog zadatka. Iz te slike, odnosno iz crtezˇa
Pravci koji dijele ravninu.gsp zakljucˇujemo da se dodavanjem n-tog pravca u ravninu broj
dijelova D2(n − 1) povec´a za n. (Uocˇimo da je n upravo i broj dijelova sˇto ga n − 1 pravac
odreduje na n-tom pravcu.) Stoga vrijedi rekurzivna relacija:
D2(n) = D2(n − 1) + n.
Sada primjenjujemo metodu teleskopiranja, tj. ispisujemo redom izraze za
D2(n), D2(n − 1), D2(n − 2),..., D2(3) i D2(2):
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D2(n) = D2(n − 1) + n
D2(n − 1) = D2(n − 2) + (n − 1)
D2(n − 2) = D2(n − 3) + (n − 2)
...
D2(4) = D2(3) + 4
D2(3) = D2(2) + 3
D2(2) = D2(1) + 2.
Zbrajanjem tih relacija se ponisˇtavaju neki izrazi na lijevoj i desnoj strani jednakosti pa
dobivamo:
D2(n) = D2(1) + 2 + 3 + 4 + ... + (n − 2) + (n − 1) + n.
Ocˇito je da je D2(1) = 2 pa mozˇemo pisati
D2(n) = 2+2+3+4+ ...+ (n−2)+ (n−1)+n = 1+ (1+2+3+4+ ...+ (n−2)+ (n−1)+n).
Uocˇavamo da je 1 + 2 + 3 + 4 + ... + (n − 2) + (n − 1) + n zapravo zbroj prvih n prirodnih
brojeva. Znamo da je zbroj prvih n prirodnih brojeva jednak
n · (n + 1)
2
(prema tvrdnji tzv.
Gaussove dosjetke). Stoga vrijedi
D2(n) = 1 +
n · (n + 1)
2
=
n2 + n + 2
2
.
Zadatak 2:
U narednom zadatku c´emo drugom metodom dokazati da vrijedi prethodno doneseni za-
kljucˇak.
Dokazˇi da je broj dijelova D2(n) na koje n pravaca p1, p2,..., pn u opc´em polozˇaju (nikoja
tri ne prolaze jednom tocˇkom niti medu njima ima paralelnih) dijele ravninu jednak
D2(n) =
n2 + n + 2
2
([12], str. 214).
Dokaz. Dokaz provodimo pomoc´u principa matematicˇke indukcije po n. Kao pomoc´
pri vizualizaciji koristimo crtezˇ Pravci koji dijele ravninu.gsp.
1) Baza indukcije:
Jednakost je istinita za n = 1 jer vrijedi da je D2(1) =
12 + 1 + 2
2
= 2, a znamo da jedan
pravac dijeli ravninu na dva dijela.
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2) Pretpostavka indukcije:
Pretpostavimo da za neki prirodni broj n vrijedi jednakost D2(n) =
n2 + n + 2
2
.
3) Korak indukcije:
Na temelju te pretpostavke zˇelimo dokazati da slijedi valjanost te jednakosti i za prirodni
broj n + 1, tj. da vrijedi D2(n + 1) =
(n + 1)2 + (n + 3
2
.
Buduc´i da pravci p1, p2,...,pn presijecaju pravac pn+1 na ukupno n + 1 dijelova, uocˇavamo
da se upravo za toliko povec´a broj dijelova ravnine dodavanjem pravca pn+1. Dakle, za-
kljucˇujemo da vrijedi rekurzivna relacija D2(n + 1) = D1(n) + (n + 1).
Prema tome i koristec´i pretpostavku indukcije racˇunamo da je:
D2(n + 1) =
n2 + n + 2
2
+ (n + 1) =
n2 + n + 2 + 2n + 2
2
=
(n2 + 2n + 1) + (n + 1) + 2
2
=
(n + 1)2 + (n + 1) + 2
2
Zaista, primjenom pretpostavke indukcije smo dobili ono sˇto smo i zˇeljeli.
Buduc´i da smo provjerili da:
- jednakost vrijedi za n = 1
- iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodni broj n slijedi da vrijedi i za n + 1,
prema aksiomu matematicˇke indukcije zakljucˇujemo da polazna jednakost
D2(n) =
n2 + n + 2
2
vrijedi za svaki prirodni broj n. 
5.14 Ravnine koje dijele prostor
Zadatak:
Dokazˇimo da je broj dijelova D3(n) na koje n ravnina pi1, pi2,..., pin, od kojih nikoje cˇetiri
ne prolaze jednom tocˇkom, niti nema paralelnih, a niti ima paralelnih njihovih presjecˇnica,
dijele prostor jednak
D3(n) =
(n + 1)(n2 − n + 6)
6
([12], str. 214).
Dokaz. Ovo je nesˇto tezˇi problem u odnosu na prethodni, ali se brzo rjesˇava primjenom
prethodnog rezultata. Dokaz provodimo pomoc´u principa matematicˇke indukcije po n.
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1) Baza indukcije:
Jednakost je istinita za n = 1 jer vrijedi da je D3 =
(1 + 1)(12 − 1 + 6)
6
= 2, a znamo da
jedna ravnina dijeli prostor na dva dijela.
2) Pretpostavka indukcije:
Pretpostavimo da za neki prirodni broj n vrijedi jednakost D3(n) =
(n + 1)(n2 − n + 6)
6
.
3) Korak indukcije:
Na temelju te pretpostavke zˇelimo dokazati da slijedi valjanost te jednakosti i za prirodni
broj n + 1, tj. da vrijedi D3(n + 1) =
(n + 2)
[
(n + 1)2 − n + 5
]
6
.
Uocˇavamo da ravnina pin+1 presijeca ravnine pi1, pi2,...,pin u n pravaca. Uocˇimo da ti pravci
prema prethodnom zadatku (zadatak 1)) zadatku dijele ravninu pin+1 na D1(n), odnosno
n2 + n + 2
2
dijelova. Stoga se upravo za toliko povec´a broj dijelova prostora dodavanjem
ravnine pin+1. Dakle, zakljucˇujemo da vrijedi rekurzivna relacija D3(n+1) = D3(n)+ D1(n).
Prema tome i koristec´i pretpostavku indukcije racˇunamo da je:
D3(n + 1) =
(n + 1)(n2 − n + 6)
6
+
n2 + n + 2
2
=
n3 − n2 + 6n + n2 − n + 6 + 3(n2 + n + 2)
6
=
n3 + 3n2 + 8n + 12
6
=
(n + 2)(n2 + n + 6)
6
=
(n + 2)
[
(n + 1)2 − n + 5
]
6
=
[(n + 1) + 1]
[
(n + 1)2 − (n + 1) + 6
]
6
.
Zaista, primjenom pretpostavke indukcije smo dobili ono sˇto smo i zˇeljeli.
Buduc´i da smo provjerili da:
- jednakost vrijedi za n = 1
- iz pretpostavke da ona vrijedi za neki prirodni broj n slijedi da vrijedi i za n + 1,
prema aksiomu matematicˇke indukcije zakljucˇujemo da polazna jednakost
D3(n) =
(n + 1)(n2 − n + 6)
6
vrijedi za svaki prirodni broj n. 
Napomenimo da smo broj D3(n) mogli odrediti pomoc´u metode rekurzije analogno kao u
prethodnom primjeru.
102 POGLAVLJE 5. RJESˇAVANJE GEOMETRIJSKIH PROBLEMA
5.15 Geometrijski red u koncentricˇnim kruzˇnicama
Zadatak:
Na slici 5.20 je prikazan niz koncentricˇnih kruzˇnica sa sredisˇtem u tocˇki O. α je mjera
kuta ∠AOB izrazˇena u stupnjevima, a |OA| = 10cm. Polumjeru OA pripada niz tocˇaka
A1, A2, A3, ..., a polumjeru OB pripada niz tocˇaka B1, B2, B3, ... Tocˇka A1 je sjecisˇte polu-
mjera OA i okomice iz tocˇke B na taj polumjer. Tocˇka A2 je sjecisˇte polumjera OA i oko-
mice iz tocˇke B1 na taj polumjer itd. Zbroj duljina svih kruzˇnih lukova ÂB+Â1B1+Â1B1+...
jednak je
5piα
18
cm ([29]).
Slika 5.20
Rjesˇenje:
α = |∠AOB|
|OA| = |OB| = 10cm
A1, A2, A3, ... ∈ OA
B1, B2, B3, ... ∈ OB
ÂB + Â1B1 + Â2B2 + ... =
5piα
18
cm
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Buduc´i da tocˇke A1 i B1, tocˇke A2 i B2, tocˇke A3 i B3,... pripadaju istim kruzˇnicama cˇija su
sredisˇta u tocˇki O, zakljucˇujemo da vrijedi:
|OA1| = |OB1|
|OA2| = |OB2|
|OA3| = |OB3|
...
Primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta dobivamo:
cosα =
|OA1|
|OB| ⇒ |OA1| = |OB| cosα = 10 cosα = |OB1|
cosα =
|OA2|
|OB1| ⇒ |OA2| = |OB1| cosα = 10 cos
2 α = |OB2|
cosα =
|OA3|
|OB2| ⇒ |OA3| = |OB2| cosα = 10 cos
3 α = |OB3|.
Znamo da je duljina l kruzˇnog luka kruzˇnice opsega o, koji odgovara sredisˇnjem kutu
velicˇine α (cˇija je mjera izrazˇena u stupnjevima), dana je izrazom: l =
o
360◦
· α. Odnosno,
vrijedi l =
rpi
180◦
· α, pri cˇemu je r duljina polumjera kruzˇnice.
Stoga vrijedi:
ÂB =
|OA|piα
180◦
=
10piα
180◦
=
piα
18◦
Â1B1 =
|OA1|piα
180◦
=
10piα cosα
180◦
=
piα cosα
18◦
Â2B2 =
|OA2|piα
180◦
=
10piα cos2 α
180◦
=
piα cos2 α
18◦
Â3B1 =
|OA3|piα
180◦
=
10piα cos3 α
180◦
=
piα cos3 α
18◦
...
Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo
ÂB + Â1B1 + Â2B2 + Â3B3 + ... =
piα
18◦
+
piα cosα
18◦
+
piα cos2 α
18◦
+
piα cos3 α
18◦
+ ...
Znamo da vrijedi ÂB + Â1B1 + Â2B2 + ... =
5piα
18◦
cm. Stoga zakljucˇujemo
piα
18◦
+
piα cosα
18◦
+
piα cos2 α
18◦
+
piα cos3 α
18◦
+ ... =
5piα
18◦
.
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Mnozˇenjem te jednakosti s
18◦
piα
dobivamo 1 + cosα + cos2 α + cos3 α + ... = 5.
Uocˇavamo da je to geometrijski red cˇiji je prvi cˇlan jednak a1 = 1, a kvocijent q = cosα.
Buduc´i da je |q| = | cosα| < 1, (| cosα| = 1 za α = 0◦ ili α = 180◦ ili α = 360◦, ali u tim
slucˇajevima zadatak nema smisla), uocˇeni geometrijski red je konvergentan pa je njegova
suma jednaka
S =
a1
1 − q =
1
1 − cosα.
Stoga je
1
1 − cosα = 5, odnosno 5 − 5 cosα = 1. Iz toga slijedi da je cosα =
4
5
pa je
trazˇeni kut jednak α ≈ 36, 86989765◦ ≈ 36◦52′12′′.
Zadatak smo rijesˇili primjenom algebarske metode i metodom uocˇavanja pravilnosti.
5.16 Diofant u pravokutnom trokutu
Zadatak:
Odredite sve pravokutne trokute kojima su duljine stranica prirodni brojevi i pri tome je
duljina jedne od njih 17 ([43]).
Rjesˇenje: Buduc´i da je u zadatku rijecˇ o pravokutnom trokutu, nasluc´ujemo da c´emo
za odredivanje duljina a, b i c njegovih stranica najvjerojatnije trebati primijeniti Pitagorin
poucˇak, tj. tvrdnju da tada za taj trokut vrijedi odnos duljina stranica a2 + b2 = c2.
Nadalje, uocˇimo da nije recˇeno je li zadana duljina hipotenuze ili duljina jedne od ka-
teta tog pravokutnog trokuta. Stoga treba ispitati obje te moguc´nosti pa razlikujemo dva
slucˇaja.
I) Zadana je duljina hipotenuze c koja iznosi 17. U tom slucˇaju trebamo rjesˇavati
diofantsku jednadzˇbu drugog stupnja a2 + b2 = 172. Dobivenu jednadzˇbu pisˇemo u
obliku a2 + b2 = 289, a do njenog rjesˇenja mozˇemo doc´i kombiniranjem. Uocˇavamo
da trebamo odrediti prirodne brojeve a i b, pri cˇemu je zbroj njihovih kvadrata jednak
289. Ispisujemo sve kvadrate koji su manji od 289: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81,
100, 121, 144, 169, 196, 225 i 256. Kombiniranjem tih kvadrata zakljucˇujemo da
medu tim kvadratima postoji samo jedan par koji zadovoljava uvjet. To su 64 i 225
(jer je 64 + 225 = 289). Buduc´i da je 82 = 64 i 152 = 225 te vrijedi 8 ∈ N i 15 ∈ N,
trazˇena Pitagorina trojka je (a, b, c) = (8, 15, 17). Dakle, radi se o trokutu s duljinama
stranica 8, 15 i 17.
II) Zadana je duljina jedne katete, recimo a, koja iznosi 17. Stoga diofantsku jed-
nadzˇbu drugog stupnja 172+b2 = c2, odnosno c2−b2 = 289. Tu jednadzˇbu rjesˇavamo
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metodom umnosˇka pa broj 289 zapisujemo kao umnozˇak broja 1 i prostih faktora:
289 = 1 · 17 · 17. Tada jednadzˇbu pisˇemo u obliku (c − b)(c + b) = 1 · 17 · 17.
Kombiniranjem dobivamo tri razlicˇita sustava dviju jednadzˇbi s dvjema nepoznani-
cama:
1) Uocˇimo da je sustav
c − b = 1 · 17c + b = 17 ekvivalentan sustavu
c − b = 17c + b = 1 · 17 .
Rjesˇenje tih dvaju sustava je uredeni par (b, c) = (0, 17). Buduc´i da 0 < N,
zakljucˇujemo da (0, 17) nije trazˇeno rjesˇenje jednadzˇbe c2 − b2 = 289.
2) Rjesˇenje sustava
c − b = 17 · 17c + b = 1 je uredeni par (b, c) = (−144, 145).
Buduc´i da −144 < N, zakljucˇujemo da (−144, 145) nije trazˇeno rjesˇenje jed-
nadzˇbe c2 − b2 = 289.
3) Konacˇno, kombiniranjem dobivamo i sustav
c − b = 1c + b = 17 · 17 cˇije je rjesˇenje
uredeni par (b, c) = (144, 145).
Buduc´i da 144 ∈ N i 145 ∈ N, zakljucˇujemo da je (144, 145) trazˇeno rjesˇenje
jednadzˇbe c2 − b2 = 289. U ovom slucˇaju je dobivena Pitagorina trojka
(a, b, c) = (17, 144, 145). Dakle, radi se o trokutu s duljinama stranica 17, 144
i 145.
Dakle, jedini pravokutni trokutu koji zadovoljavaju trazˇena svojstva imaju duljine
stranica 8, 15 i 17, odnosno 17, 144 i 145.
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5.17 Svjetlosna zraka u trokutu
Potrebna predznanja ucˇenika:
- zakon refleksije (Kut upada jednak je kutu refleksije.)
- teorem o ortocentru trokuta (Pravci kojima pripadaju visine trokuta se sijeku u jednoj
tocˇki.)
- definicija tetivnog cˇetverokuta (Tetivni cˇetverokut je cˇetverokut kojemu se mozˇe opisati
kruzˇnica.)
- svojstva tetivnog cˇetverokuta (npr. ”Ako su kutovi nad istom tetivom sukladni, onda je
taj cˇetverokut tetivan.“ ili ”Ako su nasuprotni kutovi cˇetverokuta suplementarni, onda je
cˇetverokut tetivan.“)
Crtezˇ: Svjetlosna zraka u trokutu.gsp
Slika 5.21: Svjetlosna zraka u trokutu (uvod u problem)
Uvod u problem
Premda je ovaj problem sasvim geometrijske prirode, laksˇe je ako ga protumacˇimo kao
fizikalni problem. Zamislimo da smo u sobi koja je u obliku trokuta 4ABC, a cˇiji su zidovi
BC i AC zrcala (zadana situacija pomalo podsjec´a na sjedenje unutar kaleidoskopa). Iz
lasera u tocˇki X duzˇine AB je poslana svjetlosna zraka na duzˇinu BC. Zraka se u tocˇki
Y duzˇine BC reflektira prema duzˇini AC te se od tocˇke Z vrac´a prema tocˇki X. Opisana
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situacija je prikazana na slici 5.21, a ucˇenici zraku odasˇilju u crtezˇu Svjetlosna zraka u
trokutu (1).gsp. Odakle bi svjetlosna zraka trebala biti poslana i u kojim tocˇkama bi se
trebala reflektirati o zidove (zrcala) da prijede najmanji moguc´i put? ([6], str. 90-94)
Rjesˇavanje zadanog problema i njemu srodnih problema c´emo prikazati u obliku
heuristicˇkog razgovora izmedu nastavnika i ucˇenika. Tijekom tog razgovora nastavnik
ucˇenicima postavlja pitanja koja poticˇu refleksivno misˇljenje.
Uvodni problem 1
Prije nego sˇto rijesˇimo zadani problem, razmotrimo pod kojim uvjetima se dogada da se
svjetlosna zraka koja je odaslana iz tocˇke X vrati u tu istu tocˇku nakon reflektiranja. Naime,
vrlo lako se mozˇe dogoditi da ucˇenicima promakne taj problem te im iz danog crtezˇa pos-
tane sasvim ocˇito da c´e se odaslana zraka odbijanjima o ”zrcala“ uvijek vratiti u pocˇetnu
tocˇku X.
Stoga mozˇemo primijeniti nacˇelo problemnosti tako da ucˇenicima situaciju najprije
ucˇinimo nejasnom, a potom jasnom. Njihovu ”predrasudu“ da c´e se odaslana zraka uvijek
vratiti u pocˇetnu tocˇku mozˇemo razbiti tako da u crtezˇu Svjetlosna zraka u trokutu (uvodni
problem 1).gsp (slika 5.22) uocˇe da se odaslana zraka nakon odbijanja ne mora uvijek
vratiti u pocˇetnu tocˇku. Zapravo, to se dogada u samo jednom specijalnom slucˇaju. Pritom
je takoder vazˇno da uocˇe da se i u tom slucˇaju odbijanje odvija po zakonu refleksije, tj. da
ne postoji neka gresˇka u tom crtezˇu.
Slika 5.22: Svjetlosna zraka se ne mora uvijek vratiti u pocˇetnu tocˇku
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Vratimo se na uvodni problem 1. Dakle, svjetlosna zraka je odaslana iz tocˇke X sa
stranice AB trokuta 4ABC. Trebamo odrediti polozˇaj tocˇke Y , Y ∈ BC, tako da se zraka
svjetlosti odaslana iz tocˇke X reflektira o ”zrcalo“ BC u tocˇki Y pa potom o ”zrcalo“ AC te
se ponovno vrati u pocˇetnu tocˇku X.
Nastavnik ucˇenicima savjetuje da u crtezˇu Svjetlosna zraka u trokutu (uvodni pro-
blem 1).gsp tocˇku Y na stranici BC namjeste tako da se tocˇka W (dobivena refleksijom
svjetlosne zrake o stranicu AB) podudara s pocˇetnom tocˇkom X. Ucˇenici bi tada mozˇda
mogli naslutiti u kojem polozˇaju treba biti tocˇka Y u odnosu na tocˇku X tako da se svje-
tlosna zraka iz tocˇke Z reflektira u pocˇetnu tocˇku X. Ako to ipak ne uocˇe, onda bi se
heuristicˇki razgovor mogao odvijati u sljedec´em smjeru.
P: Tocˇku X preslikajte zrcalnosimetricˇno s obzirom na pravac BC. Dobivenu tocˇku o-
znacˇite s X′. Tocˇku X preslikajte zrcalnosimetricˇno s obzirom na pravac AC. Dobivenu
tocˇku oznacˇite s X′′. Potom konstruirajte pravac X′X′′. Sˇto bi se dogodilo kada bi se svje-
tlosna zraka odaslana iz tocˇke X reflektirala u tocˇku koja nastaje presjekom duzˇine BC i
pravca X′X′′?
O: Zbog zakona refleksije ta bi se zraka potom reflektirala u tocˇku koja nastaje presje-
kom duzˇine AC i pravca X′X′′, a potom u pocˇetnu tocˇku X.
Tako ucˇenici zakljucˇuju kako odrediti polozˇaj trazˇene tocˇke Y te zakljucˇuju da taj polozˇaj
ovisi o polozˇaju zadane tocˇke X.
Konstrukcija:
Zatim ucˇenici provode konstrukciju trazˇene tocˇke Y , a time i konstrukciju tocˇke Z. (Vidi
sliku 5.23 i crtezˇ Svjetlosna zraka u trokutu (konstrukcija 1).gsp.)
1. Tocˇku X preslikamo zrcalnosimetricˇno s obzirom na pravac BC. Dobivenu tocˇku
oznacˇimo s X′.
2. Tocˇku X preslikamo zrcalnosimetricˇno s obzirom na pravac AC. Dobivenu tocˇku
oznacˇimo s X′′.
3. Konstruiramo pravac X′X′′.
4. Sjecisˇte pravaca X′X′′ i BC oznacˇimo s Y , a sjecisˇte pravaca X′X′′ i AC oznacˇimo sa
Z.
Dokaz. Preporucˇljivo je da ucˇenici dokazˇu da je tocˇka Y dobivena na opisani nacˇin trazˇena
tocˇka.
1. • Buduc´i da je zrcalna simetrija izometrija ravnine, vrijedi |∠XYB| = |∠X′YB|.
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• Vrsˇni kutovi su sukladni pa vrijedi |∠X′YB| = |∠X′′YC|.
Iz toga slijedi |∠XYB| = |∠X′′YC|. Dakle, zbog zakona refleksije zraka se nakon
reflektiranja u tocˇki Y ”zrcala“ BC reflektira do tocˇke Z ”zrcala“ AC.
2. • Vrsˇni kutovi su sukladni pa vrijedi |∠YZC| = |∠X′′ZA|.
• Buduc´i da je zrcalna simetrija izometrija ravnine, vrijedi |∠X′′ZA| = |∠XZA|.
Iz toga slijedi |∠XZC| = |∠XZA|. Dakle, zbog zakona refleksije zraka se nakon re-
flektiranja u tocˇki Z ”zrcala“ AC reflektira do tocˇke X ”zrcala“ AB., tj. vrac´a se u
pocˇetnu tocˇku iz koje je odaslana svjetlosna zraka.

Slika 5.23: Prikaz konstrukcije tocˇaka Y i Z
Uvodni problem smo rijesˇili konstruktivnom metodom, tocˇnije metodom zrcalne
simetrije.
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Uvodni problem 2
Ucˇenike mozˇemo potaknuti da pokusˇaju generalizirati prethodni problem (uvodni problem
1). Ako ne uspiju, mozˇemo im sami zadati jednu moguc´u generalizaciju tog problema.
Zadatak:
Svjetlosna zraka izlazi iz zadane tocˇke A, reflektira se redom na danim pravcima p i q, a
nakon refleksija prolazi danom tocˇkom B. Konstruirajte tu svjetlosnu zraku ([12], str. 173).
Rjesˇenje:
Analiza:
Ucˇenici bi (lako) mogli uocˇiti da ovaj problem mogu rijesˇiti primjenjujuc´i metodu rjesˇavanja
iz prethodnog problema. Dakle, ocˇito je da je takoder potrebno koristiti metodu zrcalne
simetrije.
Konstrukcija:
Zatim ucˇenici provode konstrukciju trazˇene svjetlosne zrake. (Vidi sliku 5.24 i crtezˇ Svje-
tlosna zraka u trokutu (uvodni problem 2).gsp.)
1. Tocˇku A preslikamo zrcalnosimetricˇno s obzirom na pravac p. Dobivenu tocˇku o-
znacˇimo s A′.
2. Tocˇku B preslikamo zrcalnosimetricˇno s obzirom na pravac q. Dobivenu tocˇku ozna-
cˇimo s B′.
3. Konstruiramo pravac A′B′.
4. Sjecisˇte pravaca A′B′ i p oznacˇimo s P, a sjecisˇte pravaca A′B′ i q oznacˇimo sa Q.
Trazˇena svjetlosna zraka je izlomljena linija APQB.
Uocˇimo da je ovaj problem zapravo generalizacija prethodnog problema (uvodni problem
1). Naime, kada bi se u ovom zadatku imali poseban slucˇaj u kojem se zadane tocˇke A
i B podudaraju, onda bismo upravo dobili vec´ razmatranu situaciju u kojoj se odaslana
svjetlosna zraka vrac´a u pocˇetnu tocˇku, tj. ta zraka postaje ”zatvorena“ i time tvori trokut.
Dokaz. Preporucˇljivo je da ucˇenici dokazˇu da je izlomljena linija APQB dobivena na opi-
sani nacˇin trazˇena svjetslosna zaraka. Dokaz provode analogno kao i u dokazivanju pret-
hodnog problema (uvodni problem 1).
Nastavljamo s rjesˇavanjem problema koji nam je zadan na pocˇetku. Stoga odsada pa nada-
lje razmatramo samo situaciju u kojoj se reflektirana zraka svjetlosti odbijanjima vrac´a u
pocˇetnu tocˇku X. Ocˇito je da tada trag te zrake tvori trokut.
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Slika 5.24: Prikaz konstrukcije svjetlosne zrake APQB
Slutnja
Do slutnje ucˇenici dolaze na temelju slike 5.25.
P: Otvori crtezˇ Svjetlosna zraka u trokutu (1).gsp. Pritisni tipku kojom c´esˇ poslati svje-
tlosnu zraku unutar trokuta. Zatim pritisni tipku koja c´e pokazati mjere kutova ∠XYB,
∠ZYC, ∠YZC, ∠XZA, ∠AXZ i ∠BXY .
1.
P: Sˇto primjec´ujesˇ u vezi s mjerama tih kutova? Provjeri svoja opazˇanja pomicˇuc´i tocˇku X.
O: Uocˇavam sukladne kutove, tocˇnije da vrijedi |∠XYB| = |∠ZYC| i |∠YZC| = |∠XZA|. Na-
dalje, ne vrijedi nuzˇno da su kutovi ∠AXZ i ∠BXY sukladni.
2.
P: Objasni svoja zapazˇanja iz 1. pitanja koristec´i svoja znanja o refleksiji svjetlosnih zraka.
O: Sukladnost navedenih parova kutova vrijedi zbog refleksije na stranicama BC i AC.
Dakle, tu vrijedi zakon refleksije ili odbijanja, tj. kut upada jednak je kutu refleksije.
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Slika 5.25: Svjetlosna zraka u trokutu (nasluc´ivanje)
P: Podsjetimo se da trebamo odrediti odakle bi svjetlosna zraka trebala biti poslana i u
kojim tocˇkama bi se trebala reflektirati o zidove (zrcala) da prijede najmanji moguc´i put.
U kakvoj su vezi trokut koji tvori zraka svojim odbijanjima i put koji zraka pritom prijede?
O: Opseg tako nastalog trokuta je jednak duljini puta koji zraka prijede tijekom odbijanja.
P: Pomicˇi tocˇku X po duzˇini AB sve dok opseg trokuta 4XYZ ne postane najmanji moguc´.
Potom pritisni tipku kako bi se pojavile sve tri visine na stranice trokuta 4ABC i njihova
nozˇisˇta.
3.
P: Sˇto uocˇavasˇ u vezi s polozˇajem tocˇaka X, Y i Z u odnosu na nozˇisˇta visina?
O: Cˇini se da se tocˇke X, Y i Z podudaraju s nozˇisˇtima visina. (Dakle, vrhovi trokuta 4XYZ
koji je najmanjeg moguc´eg opsega se podudaraju s nozˇisˇtima visina zadanog sˇiljastog tro-
kuta 4ABC.)
Pomakni bilo koji vrh trokuta 4ABC, ali tako da trokut ostane sˇiljastokutan. Opet pomicˇi
tocˇku X sve dok opseg trokuta 4XYZ ne postane najmanji moguc´. Provjeri vrijedi li
zapazˇanje iz 3. pitanja.
Ponovi prethodni korak najamanje josˇ jedanput.
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4.
P: Sˇto mozˇesˇ naslutiti o parovima kutova s vrhovima u nozˇisˇtima visina (kao sˇto kutovi
∠DFA i ∠EFC, ∠FDA i ∠EDB te kutovi ∠DEB i ∠FEC)?
O: Spomenuti kutovi s vrhovima u nozˇisˇtima visina su medusobno sukladni u navedenim
parovima, tj. vrijedi |∠DFA| = |∠EFC|, |∠FDA| = |∠EDB| i |∠DEB| = |∠FEC|.
Provjeri svoj zakljucˇak iz 4. pitanja pritiskajuc´i tipku kako bi se pokazale mjere kutova
s vrhovima u nozˇisˇtima visina.
5.
P: Je li tvoja slutnja iz 4. pitanja tocˇna ako je trokut 4ABC tup?
O: Da, tada je takoder tocˇna.
6.
P: Tocˇnost: Osvrni se na svoje slutnje iz 4. pitanja i 5. pitanja. Koliko si siguran da je svaka
od tih slutnji uvijek tocˇna? Mozˇesˇ li navesti uvjerljive dokaze ili protuprimjere kojima c´esˇ
potkrijepiti svoje misˇljenje?
O: Odgovori se mogu razlikovati od ucˇenika do ucˇenika.
Izazov
P: Ako smatrasˇ da je tvoja slutnja uvijek tocˇna, navedi neke primjere kojima c´esˇ potkri-
jepiti svoje gledisˇte i pokusˇaj uvjeriti svog suradnika u paru ili preostale cˇlanove svoje
skupine. Sˇtovisˇe, potkrijepi svoje slutnje logicˇnim objasˇnjenjem ili uvjerljivim dokazom.
Ako sumnjasˇ da tvoja slutnja ili slutnja tvog suradnika nije uvijek tocˇna, pokusˇaj navesti
protuprimjer.
Ovdje je vazˇno da nastavnik zauzme neutralan stav ili, mozˇda josˇ i bolje, da ima kriticˇki
i suzdrzˇan odnos, da bude sumnjicˇav i pun nevjerice te nesklon odusˇevljavanju za neki od
zakljucˇaka. Nije preporucˇljivo da ucˇenike navodi na to da je taj zakljucˇak uistinu istinit.
Nastavnik bi cˇak mogao izazvati ucˇenike da njega i druge razredne skeptike uvjere u to.
Dokaz
Zacijelo si naslutio sljedec´a dva zakljucˇka:
- Trokut 4XYZ upisan sˇiljastom trokutu 4ABC ima najmanji opseg kada se njegovi vrhovi
podudaraju s nozˇisˇtima visina zadanog trokuta 4ABC.
- Tada vrijedi da su kutovi s vrhovima u nozˇisˇtima visina medusobno sukladni, tocˇnije
vrijedi |∠DFA| = |∠EFC|, |∠FDA| = |∠EDB| i |∠DEB| = |∠FEC|.
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P: Koliko ste sigurni u tocˇnost svojih zakljucˇaka. Na temelju svojih prijasˇnjih iskustava
mozˇete zakljucˇiti da je moguc´e donijeti pogresˇne slutnje samo na temelju opazˇanja. Na
primjer, slutnje se mogu pokazati netocˇnima kada se krenu razmatrati krajnji, tj. granicˇni
slucˇajevi. Kako ste sigurni da ste provjerili sve moguc´e slucˇajeve?
Ucˇenici c´e se uvjeriti u istinitost svojih tvrdnji argumentirajuc´i cˇinjenice u vodenom do-
kazu. Prvo c´e dokazati drugu slutnju.
Dokaz sukladnosti kutova s vrhovima u nozˇisˇtima visina
Konstruiraj sjecisˇte visina i taj ortocentar oznacˇi s O (kao na slici 5.26).
Slika 5.26: Svjetlosna zraka u trokutu (dokazivanje sukladnosti kutova)
7.
P: Sˇto mozˇesˇ rec´i o nasuprotnim kutovima ∠OEC i ∠OFC u cˇetverokutu OECF? Objasni
svoje tvrdnje.
O: Uocˇavamo da vrijedi |∠OEC| = 90◦ i |∠OFC| = 90◦.
Stoga vrijedi |∠OEC| + |∠OFC| = 180◦ pa zakljucˇujemo da su ti kutovi suplementarni.
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8.
P: Koristec´i odgovor na 7. pitanje, sˇto mozˇesˇ zakljucˇiti o cˇetverokutu OECF.
O: Znamo da ako su nasuprotni kutovi cˇetverokuta suplementarni, onda je taj cˇetverokut
tetivan. Stoga je cˇetverokutu OECF tetivan.
ili
Buduc´i da su kutovi ∠OEC i ∠OFC pravi, trokute 4OEC i 4OFC mozˇemo upisati u polu-
kruzˇnicu s razlicˇitih strana promjera OC (prema Talesovom teoremu o kutu nad promjerom
kruzˇnice) pa stoga cˇetverokut OECF mozˇemo upisati u kruzˇnicu, tj. cˇetverokut OECF je
tetivan.
9.
P: Koristec´i odgovor na 8. pitanje, objasni sˇto mozˇesˇ zakljucˇiti o kutovima ∠EOC i ∠EFC?
O: Uocˇimo da su ∠EOC i ∠EFC obodni kutovi nad istim lukom ÊC kruzˇnice cˇiji je pro-
mjer OC. Znamo da su svi obodni kutovi nad nekim lukom kruzˇnice sukladni pa stoga
vrijedi |∠EOC| = |∠EFC|.
10.
P: Sˇto mozˇesˇ rec´i o nasuprotnim kutovima ∠ADO i ∠AFO u cˇetverokutu ADOF? Koje je
stoga vrste cˇetverokut ADOF? (Svoju slutnju mozˇesˇ provjeriti konstrukcijom u Sketch-
padu.)
O: Uocˇavamo da vrijedi |∠ADO| = 90◦ i |∠AFO| = 90◦.
Stoga vrijedi |∠ADO| + |∠AFO| = 180◦ pa zakljucˇujemo da su ti kutovi suplementarni.
Znamo da ako su nasuprotni kutovi cˇetverokuta suplementarni, onda je taj cˇetverokut teti-
van. Stoga je cˇetverokut ADOF tetivan.
11.
P: Sˇto mozˇesˇ zakljucˇiti o kutovima ∠AFD i ∠AOD na temelju odgovora na 10. pitanje?
O: Uocˇimo da su ∠AFD i ∠AOD obodni kutovi nad istim lukom ÂD kruzˇnice cˇiji je pro-
mjer AO. Znamo da su svi obodni kutovi nad nekim lukom kruzˇnice sukladni pa stoga
vrijedi |∠AFD| = |∠AOD|.
12.
P: Sˇto mozˇesˇ rec´i o kutovima ∠EOC i ∠AOD? Objasni svoj odgovor.
O: Uocˇavamo da su ∠EOC i ∠AOD vrsˇni kutovi pa su oni sukladni.
13.
P: Sˇto prema tome mozˇesˇ zakljucˇiti iz odgovora na 9., 11. i 12. pitanje?
O: Iz toga slijedi da su ∠EFC i ∠AFD sukladni kutovi. Ucˇenici mogu uocˇiti da su i njihovi
komplementarni kutovi takoder sukladni, tj. vrijedi |∠BFE| = |∠BFD|.
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14.
P: Objasni sˇto se dobije primjenom istog argumenta na parove kutova s vrhovima u nozˇisˇtima
preostale dvije visine.
O: Odgovori se mogu razlikovati od ucˇenika do ucˇenika, ali bi u konacˇnici svi trebali
analogno zakljucˇiti da vrijedi |∠FDA| = |∠EDB| i |∠DEB| = |∠FEC|, tj. da su kutovi s
vrhovima u nozˇisˇtima visina medusobno sukladni. Ako ucˇenici ne uspiju doc´i do tih za-
kljucˇaka primjenom analogije, uputno je provesti slicˇan slijed heuristicˇkog razgovora i za
te parove kutova.
Napomena:
Preporucˇljivo je razmisliti postoje li josˇ neke varijacije navedenog dokaza i pokusˇati ih
osmisliti. Za ucˇenike bi moglo biti korisno da usporede napor ulozˇen u provodenje svakog
od navedenih dokaza. Takoder bi bilo poucˇno da ponove navedeni dokaz u specijalnim
slucˇajevima kada je 4ABC pravi ili tupi trokut.
Formalan dokaz
U dijelu rada u kojem smo opisivali heuristiku i heuristicˇko misˇljenje smo vec´ spomenuli da
nije dobro heuristicˇko rasudivanje poistovjec´ivati sa strogim dokazom. Stoga je pozˇeljno
da ucˇenici zakljucˇke dobivene tijekom heuristicˇkog razgovora oblikuju u formalni dokaz.
Dokaz minimuma opsega
Sada c´emo dokazati prvu slutnju da trokut 4XYZ upisan sˇiljastom trokutu 4ABC ima naj-
manji opseg kada se njegovi vrhovi podudaraju s nozˇisˇtima visina zadanog trokuta 4ABC.
Neformalni dokaz takoder provodimo koracima heuristicˇkog razgovora izmedu nastavniak
i ucˇenika.
- Pritisni tipku kojom c´esˇ sakriti visine i mjere svih kutova kako bi crtezˇ bio pregledniji.
- Tocˇku Y preslikaj zrcalnosimetricˇno s obzirom na pravac AB. Dobivenu tocˇku oznacˇi s
Y ′1.
- Tocˇku Y preslikaj zrcalnosimetricˇno s obzirom na pravac AC. Dobivenu tocˇku oznacˇi s
Y ′2 (kao na slici 5.27).
15.
P: Sˇto mozˇesˇ rec´i o duzˇinama XY ′1 i XY , odnosno Y
′
2Z i ZY? Objasni svoje tvrdnje.
O: Zbog svojstva zrcalne simetrije vrijedi |XY ′1| = |XY | i |Y ′2Z| = |ZY |.
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Slika 5.27: Svjetlosna zraka u trokutu (dokazivanje minimuma opsega)
16.
P: Koristec´i odgovor na 15. pitanje, sˇto mozˇesˇ rec´i o ukupnoj duljini puta |XY |+ |YZ|+ |ZX|
u odnosu na ukupnu duljinu puta |XY ′1| + |ZX| + |ZY ′2|?
O: Duljine tih dvaju puteva su jednake, odnosno vrijedi
|XY | + |YZ| + |ZX| = |XY ′1| + |ZX| + |ZY ′2|.
17.
P: Sˇto uocˇavasˇ u vezi s tocˇkama X, Z i Y ′2? Pokusˇaj objasniti (dokazati) svoja zapazˇanja.
O: Nasluc´ujemo da tocˇke X, Z i Y ′2 uvijek pripadaju istom pravcu, a to objasˇnjavamo na
sljedec´i nacˇin. Zbog zakona refleksije vrijedi da su kutovi ∠XZA i ∠YZC sukladni, a zbog
svojstva zrcalne simetrije vrijedi da su kutovi ∠YZC i ∠Y ′2ZC sukladni. Stoga vrijedi i da su
kutovi ∠XZA i ∠Y ′2ZC sukladni. Buduc´i da je AC pravac, vrijedi |∠XZA| + |∠XZC| = 180◦.
Zbog |∠XZA| = |∠Y ′2ZC| vrijedi |∠Y ′2ZC| + |∠XZC| = 180◦. Stoga je XZY ′2 pravac, odnosno
tocˇke X, Z i Y ′2 su kolinearne.
18.
P: Pomicˇi tocˇku X sve dok duljina puta |XY ′1| + |ZX| + |ZY ′2| ne postane najmanja moguc´a.
Objasni polozˇaj tocˇke X kada to postignesˇ.
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O: Duljina puta |XY ′1|+ |ZX|+ |ZY ′2| je najmanja moguc´a kada tocˇke Y ′1, X, Z i Y ′2 pripadaju
istom pravcu. Dakle, tocˇka X treba biti smjesˇtena tako da vrijedi |∠AXZ| = |∠BXY ′1|.
19.
P: Dokazˇi da ako polozˇaj tocˇke X zadovoljava uvjet u 18. zadatku, onda vrijedi
|∠AXZ| = |∠BXY |.
O: Zbog svojstva izometrije vrijedi |∠BXY ′1| = |∠BXY |. Ako je zadovoljen uvjet iz 18. pita-
nja, tj. da vrijedi |∠AXZ| = |∠BXY ′1|, onda iz toga slijedi |∠AXZ| = |∠BXY |.
20.
P: Koristec´i odgovor na 19. pitanje i dobiveni rezultat dokazan u prvom dijelu ove aktiv-
nosti, sˇto mozˇesˇ zakljucˇiti o smjesˇtaju trokuta 4XYZ tako da njegov opseg bude najmanji
moguc´.
O: Da bi trokut 4XYZ imao najmanji moguc´i opseg, sljedec´i kutovi moraju biti suk-
ladni: |∠AXZ| = |∠BXY |, |∠BYX| = |∠CYZ| i |∠XZA| = |∠YZC|. Kutovi s vrhovima u
nozˇisˇtima nozˇisˇnog trokuta ∠DEF su medusobno sukladni, tj. vrijedi |∠DFA| = |∠EFC|,
|∠FDA| = |∠EDB| i |∠DEB| = |∠FEC|. Stoga slijedi da se trokut 4XYZ podudara s
nozˇisˇnim trokutom 4DEF. (Drugacˇije recˇeno, nozˇisˇni trokut 4DEF zadovoljava uvjet da
su kutovi s vhovima u nozˇisˇtima sukladni pa se trokut 4XYZ mora podudarati s nozˇisˇnim
trokutom 4DEF.)
Napomena:
Spomenuti argument pokazuje da nozˇisˇte nozˇisˇnog trokuta zadovoljava uvjet i time osigu-
rava rjesˇenje, ali time nije dokazana jedinstvenost rjesˇenja. Mozˇe se dokazati da vrhovi
trokuta s najmanjim opsegom uvijek podudaraju s nozˇisˇtima visina.
Formalan dokaz
Preporucˇljivo je da ucˇenici zakljucˇke dobivene tijekom heuristicˇkog razgovora oblikuju u
formalni dokaz.
Dodatna istrazˇivanja
Iskoristi crtezˇ Svjetlosna zraka (1).gsp u svrhu provjere slucˇaja kada je 4ABC pravi ili tupi
trokut. Kamo treba smjestiti trokut da bi imao najmanji moguc´i opseg? Pokusˇaj objasniti
svoje rjesˇenje.
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Nadalje, ucˇenicima mozˇemo postaviti sljedec´i zadatak.
Zadatak:
Neka je 4ABC sˇiljastokutan trokut i X tocˇka na stranici AB. U taj trokut upisˇite trokut
4XYZ najmanjeg opsega ([12], str. 174).
Rjesˇenje:
Ucˇenici mogu pretpostaviti da je za dobivanje trazˇenog trokuta 4XYZ potrebno koristiti
metodu zrcalne simetrije kao i u prethodnim primjerima. Stoga konstrukciju tocˇaka U
(pripada duzˇini BC) i V (pripada duzˇini AC) provodimo na vec´ poznat nacˇin.
Ucˇenici mogu u crtezˇu Svjetlosna zraka u trokutu (dodatno).gsp isprobati koji je
polozˇaj tocˇaka Y i Z najpovoljniji tako da trokut 4XYZ ima najmanji opseg. Isprobavanjem
(kao na slici 5.28) ucˇenici mogu zakljucˇiti nepotpunom indukcijom da je trazˇeni trokut
najmanjeg opsega upravo onaj cˇiji se vrhovi Y i Z podudaraju s konstruiranim tocˇkama U
i V .
Ucˇenici tu tvrdnju mogu i dokazati.
Slika 5.28: Odredivanje upisanog trokut najmanjeg opsega ako je tocˇka X fiksna
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Povijesna crtica
Problem trokuta najmanjeg opsega upisanog u sˇiljasti trokut prvi je predlozˇio Karl Her-
mann Amandus Schwarz (1843-1921), profesor na njemacˇkim sveucˇilisˇtima u Go¨ttingenu
i u Berlinu (slika 5.29). Bio je jedan od najistaknutijih istrazˇivacˇa varijacijskog (infinitezi-
malnog) racˇuna u devetnaestom stoljec´u.
Slika 5.29: Karl Hermann Amandus Schwarz (1843. - 1921.) ([20])
5.18 Napoleonov teorem
Potrebna predznanja ucˇenika:
- konstrukcija jednakostranicˇnog trokuta kojem je zadana duljina stranica
- svojstva tetivnog cˇetverokuta (osobito poznavanje svojstva da su nasuprotni kutovi tetiv-
nog cˇetverokuta suplemetarni te obrat te tvrdnje)
- definicija deltoida
- svojstvo deltoida da su mu dijagonale medusobno okomite
crtezˇ: Napoleonov teorem.gsp
Uvod u problem
Ova aktivnost mozˇe biti provedna kao nastavak razmatranja svojstava Fermat-Torricellijeve
tocˇke jer se odnosi na daljnja istrazˇivanja istih geometrijskih odnosa. Medutim, ovu aktiv-
nost je moguc´e provesti neovisno o aktivnosti o Fermat-Torricellijevoj tocˇki. Konstruiramo
li jednakostranicˇne trokute nad stranicama bilo kojeg trokuta, uocˇit c´emo neke zanimljive
posljedice. Jedna je ta da se sve tri kruzˇnice opisane jednakostranicˇnim trokutima sijeku u
istoj tocˇki koju nazivamo Fermat-Torricellijeva tocˇka. Ta osobita tocˇka trokuta je na slici
5.30 oznacˇena slovom O.
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Spomenimo josˇ jedno vazˇno svojstvo Fermat-Torricellijeve tocˇke, a to je da je ukupna
udaljenost te tocˇke od vrhova konstruiranih jednakostranicˇnih trokuta najmanja moguc´a.
Ta osobita tocˇka trokuta je tako nazvana jer je francuski matematicˇar Pierre de Fermat
(1601. – 1665.) prvi potaknuo rjesˇavanje tog problema u pismu upuc´enom talijanskom
matematicˇaru Evangelistu Torricelliju (1608. – 1647.), koji je taj problem i rijesˇio.
U ovoj aktivnosti c´emo otkriti josˇ jednu tvrdnju povezanu s konstrukcijom takvog
oblika, a cˇije se otkric´e pripisuje Napoleonu Bonaparteu, poznatom francuskom generalu i
caru ([6], str. 119-121).
Rjesˇavanje zadanog problema i njemu srodnih problema c´emo prikazati u obliku heurist-
icˇkog razgovora izmedu nastavnika i ucˇenika. Tijekom tog razgovora nastavnik ucˇenicima
postavlja pitanja koja poticˇu refleksivno misˇljenje kod ucˇenika.
Slika 5.30: Napoleonov teorem (pocˇetni problem)
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Slutnja
Otvori crtezˇ Napoleon (pocˇetni problem).gsp. Pomicˇi tocˇke u crtezˇu kako bi se dobro upoz-
nao s prikazanim konstruiranim likovima.
Duzˇinama povezˇi sredisˇta G, H i I jednakostranicˇnih trokuta.
1.
P: Pomicˇi bilo koji vrh trokuta 4ABC. Sˇto primjec´ujesˇ na trokutu 4GHI? Ako je potrebno,
izmjeri i pomicˇi josˇ neke elemente na crtezˇu kako bi potvrdio svoje slutnje.
O: Uocˇavam da je trokut 4GHI jednakostranicˇan (slika 5.30).
2.
P: Provjeri svoju pretpostavku iz 1. pitanja za sljedec´e posebne slucˇajeve, a potom izreci
svoja opazˇanja.
- Trokut 4ABC je tup.
- Tocˇke A, B i C pripadaju istom pravcu.
- Konstruirani jednakostranicˇni trokuti su okrenuti prema unutrasˇnjosti trokuta 4ABC i
medusobno se preklapaju.
O: U svim tim slucˇajevima trokut 4GHI i dalje ostaje jednakostranicˇan.
Izazov
Pokusˇaj dokazati svoju slutnju iz 1. pitanja. Ovo ucˇenicima osigurava priliku da pokusˇaju
osmisliti vlastite dokaze.
Uputa:
1) Konstruiraj duzˇine AO, BO i CO i razmotri njihovu vezu sa stranicama trokuta 4GHI.
2) Iskoristi poznata svojstva Fermat-Torricellijeve tocˇke.
Ako ”zaglavisˇ“ u daljnjem dokazivanju, procˇitaj detaljnije upute koje slijede.
Dokaz
U prethodnom dijelu je bilo potrebno otkriti sljedec´u tvrdnju: ”Ako konstruirasˇ jednakos-
tranicˇne trokute nad svakom stranicom danog trokuta i zatim duzˇinama povezˇesˇ sredisˇta
tih trokuta, onda c´esˇ dobiti jednakostranicˇan trokut.“
Ispod su navedene upute za planiranje moguc´eg dokaza. Pazˇljivo ih procˇitaj i primijeni.
Vec´ smo upoznati s cˇinjenicom da se tri kruzˇnice opisane trokutu sijeku u jednoj tocˇki
(Fermat-Torricellijeva tocˇka O). Sada c´emo upotrijebiti jedno od svojstava tetivnog cˇetve-
rokuta kako bismo dokazali da mjera svakog unutarnjeg kuta trokuta 4GHI iznosi 60◦.
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Pritisni tipku kako bi se pokazale duzˇine AO, BO i CO i njihova sjecisˇta sa stranicama
trokuta 4GHI.
Po potrebi pritisni tipku na svom crtezˇu kako bi jasnije mogao vidjeti cˇetverokute tijekom
odgovaranja na sljedec´a pitanja. Na kraju mozˇesˇ skriti cˇetverokute kako crtezˇ ne bi postao
prezamrsˇen (slika 5.31).
Slika 5.31: Dokazivanje Napoleonovog teorema
3.
P: Kojoj vrsti cˇetverokuta pripada cˇetverokut ABDO? Obrazlozˇi svoj zakljucˇak.
O: Cˇetverokut ABDO je tetivni jer kruzˇnica prolazi kroz sva cˇetiri njegova vrha.
4.
P: Sˇto mozˇesˇ zakljucˇiti o mjeri kuta ∠AOB na temelju odgovora na 3. pitanje? Obrazlozˇi
svoj zakljucˇak.
O: Buduc´i da je cˇetverokut DBOA tetivan, kutovi ∠AOB i ∠ADB su suplementarni. Iz toga
i iz cˇinjenice da mjera kuta ∠ADB iznosi 60◦ zakljucˇujemo da vrijedi |∠AOB| = 120◦.
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5.
P: Kojoj vrsti cˇetverokuta pripada cˇetverokut GBHO? Obrazlozˇi svoj zakljucˇak.
O: Uocˇavamo da su duzˇine GB i GO polumjeri kruzˇnice sa sredisˇtem u tocˇki G i da su
duzˇine HB i HO polumjeri kruzˇnice sa sredisˇtem u tocˇki H. Stoga vrijedi |GB| = |GO| i
|HB| = |HO| pa zakljucˇujemo da je cˇetverokut GBHO deltoid.
6.
P: Sˇto mozˇesˇ zakljucˇiti o mjeri kuta ∠GKO na temelju odgovora na 5. pitanje? Obrazlozˇi
svoj zakljucˇak.
O: Buduc´i da vrijedi da su dijagonale deltoida medusobno okomite, vrijedi |∠GKO| = 90◦.
7.
P: Kojoj vrsti cˇetverokuta pripada cˇetverokut GOIA? Obrazlozˇi svoj zakljucˇak.
O: Uocˇavamo da su duzˇine GO i GA polumjeri kruzˇnice sa sredisˇtem u tocˇki G i da su
duzˇine IO i IA polumjeri kruzˇnice sa sredisˇtem u tocˇki I. Stoga vrijedi |GO| = |GA| i
|IO| = |IA| pa zakljucˇujemo da je cˇetverokut GOIA deltoid.
8.
P: Sˇto mozˇesˇ zakljucˇiti o mjeri kuta ∠GJO na temelju odgovora na 7. pitanje? Obrazlozˇi
svoj zakljucˇak.
O: Buduc´i da vrijedi da su dijagonale deltoida medusobno okomite, vrijedi |∠GJO| = 90◦.
9.
P: Sˇto mozˇesˇ zakljucˇiti o kutu ∠KGJ cˇetverokuta GJOK? Obrazlozˇi svoj zakljucˇak.
O: Znamo da je zbroj mjera svih unutarnjih kutova cˇetverokuta (pa tako i cˇetverokuta
GJOK) jednak 360◦. Stoga vrijedi
|∠KGJ| = 360◦ − 90◦ − 90◦ − 120◦ = 360◦ − |∠GKO| − |∠GJO| − |∠AOB| = 60◦.
10.
P: Odgovori na analogna pitanja 3.-9. za svaki od preostala dva kuta trokuta 4GHI.
O: Analognim nacˇinom zakljucˇivanja se mozˇe dokazati da mjera jednog od preostala dva
kuta trokuta 4GHI iznosi 60◦ pa iz toga slijedi da mjera preostalog kuta tog trokuta iznosi
takoder 60◦.
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11.
P: Sˇto na temelju svega toga mozˇesˇ zakljucˇiti?
O: Zakljucˇujem da je trokut 4GHI jednakostranicˇan.
Formalni dokaz
Pregledaj pitanja 3.-11. Potom svojim rijecˇima napisˇi strogi dokaz svoje prvobitne slutnje.
Mozˇesˇ ukljucˇiti i demostraciju crtezˇa kako bi potkrijepio i objasnio svoj dokaz.
Dodatna istrazˇivanja
Istrazˇi sˇto c´e se dogoditi s trokutom 4GHI ako nad stranicama trokuta 4ABC smjestimo
medusobno slicˇne trokute.
Ucˇenici mogu otkriti naredne dvije zanimljive generalizacije:
1. Ako slicˇne trokute 4DBA, 4BEC i 4ACF konstruiramo nad stranicama bilo kojeg tro-
kuta 4ABC, sredisˇta opisanih kruzˇnica tih triju slicˇnih trokuta G, H i I su vrhovi trokuta
koji je slicˇan tim trima trokutima.
2. Ako slicˇne trokute 4DBA, 4CBE i 4CFA konstruiramo nad stranicama bilo kojeg
trokuta 4ABC, sredisˇta opisanih kruzˇnica tih triju slicˇnih trokuta G, H i I su vrhovi trokuta
koji je slicˇan tim trima trokutima.
Uocˇimo da slicˇni trokuti u tim dvama generalizacijama imaju razlicˇitu orijentaciju.
Ucˇenike mozˇemo potaknuti na daljnja istrazˇivanja pitajuc´i ih sˇto se dogada ako su velicˇine
kutova ∠ADB, ∠BEC i ∠CFA po volji odabrane tako da njihov zbroj iznosi 180◦. Naime,
to istrazˇivanje vodi do sljedec´e generalizacije:
3. Ako trokute 4DBA, 4BEC i 4ACF konstruiramo nad stranicama bilo kojeg trokuta
4ABC tako da vrijedi |∠ADB| + |∠BEC| + |∠CFA| = 180◦, onda se kruzˇnice opisane troku-
tima 4DBA, 4BEC i 4ACF sijeku u jednoj tocˇki, a sredisˇta G, H i I tih opisanih kruzˇnica
su vrhovi trokuta, pri cˇemu vrijedi |∠IGH| = |∠ADB|, |∠GHI| = |∠BEC| i |∠HIG| = |∠CFA|.
Formalan dokaz
Ovu trec´u generalizaciju mozˇemo dokazati na analogan nacˇin kao i u prethodnom primjeru
s jednakostranicˇnim trokutom.
Dokaz. Naprimjer, konstruirajmo kruzˇnice opisane trokutima 4ADB i 4BEC. Tocˇke u
kojima se one sijeku su B i O. Povezˇemo li tocˇku O s vrhovima A, B i C, uocˇit c´emo da
vrijedi |∠BOC| = 180◦ − |∠BEC|, |∠AOB| = 180◦ − |∠ADB| i |∠BOC| = 180◦ − |∠BEC|.
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|∠AOC| = 360◦ − (|∠BOC| + |∠AOB|
= 360◦ − (180◦ − |∠BEC| + 180◦ − |∠ADB|) = |∠BEC| + |∠ADB| = 180◦ − |∠CFA|
Dakle, kutovi ∠BOC i ∠CFA su suplementarni pa stoga tocˇka O pripada kruzˇnici opisanoj
trokutu 4AFC. Buduc´i da su duzˇine GH, HI i GI okomite na pripadajuc´e tetive OB,
OC i OA (redom), slijedi da su OKGJ, OKHL i OLIJ tetivni cˇetverokuti. Stoga je kut
∠HIG suplementaran kutu ∠AOC. Analognim zakljucˇivanjem dobivamo da je kut ∠CFA
suplementaran kutu ∠AOC. Dakle, vrijedi |∠HIG| = |∠CFA|. Slicˇno zakljucˇujemo da
vrijedi |∠IGH| = |∠ADB| i |∠GHI| = |∠BEC|. 
Napomenimo da su prva i druga generalizacija (koje govore o slicˇnim trokutima) pojed-
nostavljeni, odnosno specijalni slucˇajevi trec´e generalizacije.
Druga zanimljiva inacˇica vec´ navedene prve generalizacije je dana u crtezˇu Napoleon (4.
generalizacija-opc´enito).gsp.
4. Ako slicˇne trokute 4DBA, 4BEC i 4ACF konstruiramo nad stranicama bilo kojeg
trokuta 4ABC i ako tocˇke P, Q i R odaberemo tako da su smjesˇtene u istom polozˇaju u
odnosu na ta tri slicˇna trokuta, onda su tocˇke P, Q i R vrhovi trokuta koji je takoder slicˇan
navedenim trima trokutima.
Slika 5.32: Jedna od generalizacija Napoleonovog teorema (ortocentri)
5.18. NAPOLEONOV TEOREM 127
Naprimjer, slika 5.32, odnosno crtezˇ Napoleon (4. generalizacija-ortocentar).gsp
prikazuje da su odgovarajuc´i ortocentri slicˇnih trokuta zapravo vrhovi trokuta koji je slicˇan
trima vanjskim trokutima. Slicˇno tome, odgovarajuc´a tezˇisˇta i sredisˇta kruzˇnica upisanih
slicˇnim trokutima su takoder vrhovi slicˇnih trokuta.
Povijesna crtica
Napoleon Bonaparte (1769. - 1821.), francuski vojni strateg, vojskovoda i vladar, je jako
uzˇivao u matematici, a osobito u geometriji. Bio je uspjesˇan u bavljenju matematikom.
Izgleda da je otkrio i dokazao tvrdnju koju smo razmatrali kao pocˇetni problem, a koja
je po njemu i nazivana Napoleonov teorem. Iskaz tog poucˇka glasi: ”Ako se nad strani-
cama trokuta prema van (ili pak prema unutra) konstruiraju jednakostranicˇni trokuti, onda
su sredisˇta tih trokuta vrhovi jednakostranicˇnog trokuta“ ([5]). O tome koliko je cijenio
matematiku govori njegova misao: ”Napretkom i usavrsˇavanjem matematike uvjetovano je
blagostanje drzˇave“ ([34]).
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Sazˇetak
U ovom diplomskom radu proucˇavaju se strategije rjesˇavanja problemskih zadataka u nas-
tavi matematike, s posebnim naglaskom na geometrijske probleme. Rad je podijeljen na
pet poglavlja, a svako poglavlje se sastoji od nekoliko potpoglavlja. U prvom poglavlju
se bavimo matematicˇkim problemima, heuristikom te problemskom i heuristicˇkom nasta-
vom. U drugom poglavlju istrazˇujemo kako neki od obrazovnih dokumenata (PISA i NOK)
razmatraju pitanja postavljanja i rjesˇavanja problema te primjenu tehnologije u nastavi ma-
tematike. U trec´em poglavlju proucˇavamo doprinos matematicˇara i matematicˇkog eduka-
tora Georga Po´lye razvoju metodike rjesˇavanja problemskih zadataka. U tom poglavlju
takoder analiziramo i cˇetiri Po´lyina koraka, tj. temeljne etape pri rjesˇavanju svakog pro-
blema. U cˇetvrtom poglavlju upoznajemo razne strategije kojima se rjesˇavaju problemski
zadatci. Nadalje, utvrdujemo vazˇnost i ucˇinkovitost poznavanja tih strategija tijekom pos-
tupka rjesˇavanja. U zadnjem, petom poglavlju rjesˇavamo geometrijske probleme pomoc´u
opisanih metoda i predlazˇemo moguc´e nacˇine njihove implementacije, uz odgovarajuc´u
tehnologiju, u nastavi matematike.

Summary
This thesis examines the strategies of problem solving in mathematics education, with spe-
cial emphasis on geometric problems. Thesis is divided into five chapters, and each chapter
consists of several sections. In the first chapter we deal with mathematical problems, he-
uristics, problem-based and heuristic-based learning. In the second chapter we investigate
how the educational documents (PISA and NOK) deal with construction and solving of
mathematical problems and with the application of technology in mathematics education.
In the third chapter we study the important role of mathematician and mathematical edu-
cator George Po´lya in development of methodology of problem solving. In this chapter
we also find Po´lya’s four steps, i.e. four basic principles of problem solving. In the fo-
urth chapter we introduce various problem solving strategies. Furthermore, we determine
the importance and effectiveness of knowing these strategies while solving problems. In
the final, fifth chapter we solve geometric problems using the described methods and sug-
gest possible ways of their implementation, with appropriate technology, in mathematics
education.
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